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Menelausû Theorem and Cevaûs Theorem :
The Roles of Proof
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ABSTRACT

Proof is a heart of mathematics. Mathematics educators mentioned that proof plays a
crucial role in teaching and learning mathematics. This paper summarized five important roles of
proof in teaching and learning mathematics including verification, explanation/visualization,
exploration/discovery, systematization and communication. People or students engaging in a
proof of a mathematical assertion, especially a theorem with various ways in proving it, can learn
how the mathematical statement goes via the roles of proof. This paper allows us to see an
analysis of the five roles of proof in studentsû learning mathematics through proofs of two
theorems, including Menelausû theorem and Cevaûs theorem.
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∫∑π”
§«“¡√Ÿâ∑“ß‡√¢“§≥‘μ¡’®ÿ¥‡√‘Ë¡μâπ¡“®“°°“√ —Ëß ¡§«“¡√Ÿâ¢Õß™“«Õ’¬‘ªμå ™“«∫“∫‘‚≈‡π’¬π √«¡∑—Èß

™π‡ºà“Õ“√¬∏√√¡‚∫√“≥Õ◊ËπÊ ºà“π°“√∑¥≈Õß °“√ —ß‡°μ °“√‡ª√’¬∫‡∑’¬∫§«“¡‡À¡◊Õπ§«“¡μà“ß °“√‡¥“
≈Õßº‘¥≈Õß∂Ÿ° §«“¡√Ÿâ∫“ßÕ¬à“ß°Á‡ªìπ°“√‡¢â“„®‚¥¬ —≠™“μ≠“≥ °“√§âπÀ“§”μÕ∫„π ¡—¬°àÕπ®÷ß‡ªìπ‡æ’¬ß
μâÕß°“√°“√ª√–¡“≥‚¥¬¡’®ÿ¥¡ÿàßÀ¡“¬‡æ◊ËÕπ”§«“¡√ŸâÀ√◊Õ¢âÕ √ÿª∑’Ë‰¥â¡“„™â„π™’«‘μ®√‘ß ́ ÷Ëß¢âÕ¡Ÿ≈∑’Ë‰¥âÕ“®®–∂Ÿ°
μâÕßÀ√◊Õ‰¡à∂Ÿ°μâÕß ‡™àπ ™“«∫“≈‘‚≈‡π’¬π (2,000-1,600 ªï°àÕπ§√‘ μå»—°√“™) ‰¥â§‘¥§âπ§«“¡¬“«¢Õß‡ âπ
√Õ∫«ß¢Õß«ß°≈¡‡∑à“°—∫ “¡‡∑à“¢Õß§«“¡¬“«¢Õß‡ âπºà“π»Ÿπ¬å°≈“ß  Ÿμ√ª√‘¡“μ√¢Õß∑√ß°√–∫Õ°§◊Õ
æ◊Èπ∑’Ë∞“π§Ÿ≥ Ÿß [1] ¬ÿ§∑’Ë ”§—≠∑’Ë∑”„Àâ‡°‘¥°“√‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß„π°“√»÷°…“‡√¢“§≥‘μ√«¡∑—Èß§≥‘μ»“ μ√å “¢“Õ◊ËπÊ
‡√‘Ë¡μâπ¢÷Èπª√–¡“≥ 600 ªï °àÕπ§√‘ μå»—°√“™ ‡¡◊ËÕ¡’°“√‡√‘Ë¡„™â§”∂“¡«à“ ç∑”‰¡é ‚¥¬§”μÕ∫μâÕß°“√§«“¡
‡ªìπ‡Àμÿ‡ªìπº≈ [2] ‚¥¬ ∑“‡≈ ·Ààß¡‘‡≈μÿ  (Thales of Miletus ª√–¡“≥ 640-550 B.C.) ÷́Ëß∂◊Õ
‡ªìπ∫ÿ§§≈·√°∑’Ë‡√‘Ë¡æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑μà“ßÊ ∑“ß‡√¢“§≥‘μ ‚¥¬æ¬“¬“¡„Àâ‡Àμÿº≈·∫∫π‘√π—¬ (deductive
reasoning) ¡“°°«à“°“√≈Õßº‘¥≈Õß∂Ÿ°

®ÿ¥‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß ”§—≠¢Õß‡√¢“§≥‘μ∑’Ë‡°’Ë¬«°—∫°“√æ‘ Ÿ®πå‡°‘¥¢÷ÈπÕ’°§√—Èßª√–¡“≥ 300 B.C.
¬ÿ§≈‘¥·ÀàßÕ–‡≈Á°´“π‡¥√’¬ (Euclid of Alexandria ª√–¡“≥ 450-380 B.C.) ‰¥â‡¢’¬πÀπ—ß ◊Õ çÕ‘≈‘‡¡πμå
(Elements)é ∑—ÈßÀ¡¥ 13 ‡≈à¡ ‚¥¬‰¥â√«∫√«¡º≈ß“π¢Õßπ—°§≥‘μ»“ μ√å√ÿàπ°àÕπ ·≈–¢Õßπ—°§≥‘μ»“ μ√å
√à«¡ ¡—¬ ‚¥¬®—¥√–∫∫º≈ß“π∑’Ë¡’Õ¬Ÿà ‡ √‘¡§«“¡√Ÿâ∑’Ë¢“¥ ·≈–μ—¥∑‘Èß à«π∑’Ë¡’ º≈ß“π™‘Èπ‡Õ°π’È¬ÿ§≈‘¥ √â“ß¢÷Èπ
®“°ª√– ∫°“√≥å·≈–º≈ß“π¢Õßπ—°§≥‘μ»“ μ√å√ÿàπ°àÕπÊ ·≈–π—°§≥‘μ»“ μ√å√à«¡ ¡—¬ ‡™àπ[1]

1. °≈ÿà¡¢Õßæ’∑“‚°‡√’¬π ÷́Ëßæ∫Õ¬Ÿà„πÀπ—ß ◊Õ‡≈à¡∑’Ë 1-4 ‡≈à¡∑’Ë 7 ·≈–‡≈à¡∑’Ë 9
2. Õ“§’∑—  ´÷Ëßæ∫Õ¬Ÿà„πÀπ—ß ◊Õ‡≈à¡∑’Ë 8
3. ¬Ÿ‚¥´ÿ  ´÷Ëßæ∫Õ¬Ÿà„πÀπ—ß ◊Õ‡≈à¡∑’Ë 5-6 ·≈–‡≈à¡∑’Ë 12
4. ‡∏Õ’‡μμÿ  ´÷Ëßæ∫Õ¬Ÿà„πÀπ—ß ◊Õ‡≈à¡∑’Ë 10 ·≈– ‡≈à¡∑’Ë 13
„πÀπ—ß ◊ÕÕ‘≈‘‡¡πμå ¬ÿ§≈‘¥‰¥â‡√’¬∫‡√’¬ß‡ªìπ√–∫∫·≈–≈”¥—∫ Õ¬à“ß¡’‡Àμÿº≈ ‚¥¬„™â‡Àμÿº≈·∫∫

π‘√π—¬ «‘∏’°“√π”‡ πÕ¢Õß¬ÿ§≈‘¥‚¥¬°“√„™â«‘∏’‡™‘ß —®æ®πå (axiomatic method) ∂◊Õ‡ªìπμâπ·∫∫¢Õß
§≥‘μ»“ μ√å∫√‘ ÿ∑∏‘Ï (pure mathematics) μ—«Õ¬à“ß‡™àπ„πÕ‘≈‘‡¡πμå ‡≈à¡∑’Ë 1 ¬ÿ§≈‘¥‰¥â‡√’¬∫‡√’¬ß‡°’Ë¬«°—∫
‡√◊ËÕß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ ‡ âπμ—Èß©“° ‡ âπ¢π“π æ◊Èπ∑’Ë¢Õß√Ÿª‡À≈’Ë¬¡μà“ßÊ ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑æ’∑“‚°√—  ‚¥¬‡√‘Ë¡μâπ
®“°°“√°”Àπ¥∫∑π‘¬“¡ (Definition) 23 ∫∑π‘¬“¡  —®æ®πå (Postulate) 5 ¢âÕ  ‘Ëß∑’Ë‡ÀÁπ®√‘ß·≈â«
(Common Notion) 5 ¢âÕ ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑ (Proposition) ∑’Ë‡°’Ë¬«°—∫‡√◊ËÕß¥—ß°≈à“«®”π«π 48 ∑ƒ…Æ’
°“√æ‘ Ÿ®πåÀ√◊Õ∫∑ √â“ß„π·μà≈–∑ƒ…Æ’®–‡√‘Ë¡Õâ“ßÕ‘ß®“° —®æ®πå ·≈– ‘Ëß∑’Ë‡ÀÁπ®√‘ß·≈â« ·≈–Õâ“ßÕ‘ß∑ƒ…Æ’∑’Ë
æ‘ Ÿ®πå‰¥â¡“°àÕπÀπâ“ Àπ—ß ◊ÕÕ‘≈‘‡¡πμå ‡ªìπμ”√“∑’Ë¡’™◊ËÕ‡ ’¬ß¡“°·≈–¡’Õ‘∑∏‘æ≈μàÕ°“√ Õπ‡√¢“§≥‘μ∑—Ë«‚≈°
 ∂“∫—π∑—Ë«‚≈°„™â„π°“√‡√’¬π°“√ Õπ¡“π“π°«à“ 2,000 ªï ¡’°“√ª√—∫ª√ÿß¡“°°«à“ 1,000 §√—Èß π—∫‰¥â«à“‡ªìπ
μ”√“∑’Ë¡’ºŸâÕà“π¡“°∑’Ë ÿ¥„π‚≈°√Õß®“°§—¡¿’√å‰∫‡∫‘≈ [1, 2]

°“√‡√’¬∫‡√’¬ßμ”√“Õ‘≈‘‡¡πμå‚¥¬„™â«‘∏’‡™‘ß —®æ®πå¢Õß¬ÿ§≈‘¥π—Èπ ®ÿ¥∑’Ë¡’§«“¡·μ°μà“ß®“°ªí®®ÿ∫—π
∑’Ë‡¥àπ™—¥§◊Õ °“√‰¡à¡’°“√°”Àπ¥§”Õπ‘¬“¡∑’Ë®–¡“™à«¬„π°“√æ‘ Ÿ®πå ‡æ√“–„πªí®®ÿ∫—π∑’Ë§≥‘μ»“ μ√å´÷Ëß‰¥â
æ—≤π“¡“μ“¡¬ÿ§μ“¡ ¡—¬ √–∫∫‡™‘ß —®æ®πå®–ª√–°Õ∫¥â«¬ §”Õπ‘¬“¡ ∫∑π‘¬“¡  —®æ®πå ·≈–„™âμ√√°»“ μ√å
„π°“√æ‘ Ÿ®πå¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥åμà“ßÊ ‡æ◊ËÕ √ÿª‡ªìπ°ÆÀ√◊Õ∑ƒ…Æ’∫∑ °“√æ‘ Ÿ®πå‰¡à ”§—≠‡©æ“– ”À√—∫°“√
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»÷°…“§≥‘μ»“ μ√å‡∑à“π—Èπ ®“°ß“π«‘®—¬∑“ß§≥‘μ»“ μ√»÷°…“æ∫«à“°“√æ‘ Ÿ®πå¬—ß¡’∫∑∫“∑μà“ßÊ ∑’Ë àßº≈μàÕ
°“√æ—≤π“ºŸâ‡√’¬π¥—ß∑’Ë®–π”‡ πÕ„πÀ—«¢âÕμàÕ‰ª

∫∑∫“∑¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå
°“√æ‘ Ÿ®πåπ—∫«à“‡ªìπ à«π ”§—≠¢Õß§≥‘μ»“ μ√å ´÷ËßÕ“®∂◊Õ‰¥â«à“‡ªìπÀ—«„®¢Õß§≥‘μ»“ μ√å [3]

§≥‘μ»“ μ√å∑ÿ° “¢“∂Ÿ°æ—≤π“¢÷ÈπÕ¬à“ß‡ªìπ√–∫∫‚¥¬‡√‘Ë¡®“°°“√ √â“ß¢âÕ§“¥°“√≥åμà“ßÊ ¢÷Èπ æ‘ Ÿ®πå
¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å‡À≈à“π—Èπ∑”„Àâ‰¥â∑ƒ…Æ’´÷Ëß‡ªìπ∑’Ë¬Õ¡√—∫ π—°§≥‘μ»“ μ√å√ÿàπ°àÕπ· ¥ß°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’
À√◊Õ¢âÕ§«“¡∑“ß§≥‘μ»“ μ√å ·≈–π—°§≥‘μ»“ μ√å√ÿàπμàÕ¡“»÷°…“°“√æ‘ Ÿ®πå¢Õß√ÿàπ°àÕπ‡æ◊ËÕ„™â‡ªìπ·π«∑“ß
„π°“√æ—≤π“∑ƒ…Æ’∫∑μàÕÊ ‰ª ¥—ßπ—Èπ®÷ß°≈à“«‰¥â«à“°“√æ‘ Ÿ®πå¡’∫∑∫“∑ ”§—≠„π°“√»÷°…“·≈–æ—≤π“§≥‘μ»“ μ√å

°“√»÷°…“«‘™“§≥‘μ»“ μ√å„π∑ÿ°√–¥—∫ ‚¥¬‡©æ“–„π√–¥—∫¡À“«‘∑¬“≈—¬ ºŸâ‡√’¬π¡’§«“¡®”‡ªìπ
μâÕß‰¥â√—∫ª√– ∫°“√≥å∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫°“√æ‘ Ÿ®πå ®“°°“√∑”§«“¡‡¢â“„®‡π◊ÈÕÀ“ §«“¡À¡“¬À√◊Õ¬Õ¡√—∫∑ƒ…Æ’
μà“ßÊ „π«‘™“§≥‘μ»“ μ√å ºà“π°“√Õà“π∫∑æ‘ Ÿ®πåÀ√◊Õ≈ß¡◊Õæ‘ Ÿ®πå¢âÕ§«“¡μà“ßÊ ¥â«¬μπ‡Õß π—°§≥‘μ»“ μ√
»÷°…“‰¥â»÷°…“∂÷ß∫∑∫“∑¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå„π«‘™“§≥‘μ»“ μ√å ´÷Ëß„π∑’Ëπ’È®–°≈à“«∂÷ß 5 ∫∑∫“∑∑’Ë ”§—≠ ¥—ßπ’È
[4-7]

1. °“√μ√«® Õ∫ (Verification)
∫∑∫“∑∑—Ë«‰ª¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå°Á§◊Õ‡√“„™â°“√æ‘ Ÿ®πå‡æ◊ËÕμ√«® Õ∫¢âÕ§«“¡À√◊Õ¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å

∑“ß§≥‘μ»“ μ√å«à“¢âÕ§«“¡À√◊Õ¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å‡À≈à“π—Èπ‡ªìπ®√‘ßÀ√◊Õ∂Ÿ°μâÕßÀ√◊Õ‰¡à‚¥¬„™âÀ≈—°°“√∑“ß
μ√√°»“ μ√å

2. °“√Õ∏‘∫“¬/°“√‡ÀÁπ¿“æ (Explanation/Visualization)
°“√æ‘ Ÿ®πå¡’∫∑∫“∑‡æ◊ËÕ™à«¬„Àâ‡¢â“„®«à“∑”‰¡¢âÕ§«“¡À√◊Õ¢âÕ§“¥°“√≥åπ—Èπ‡ªìπ®√‘ß °“√æ‘ Ÿ®πå

®–™à«¬Õ∏‘∫“¬„Àâ‡√“‡ÀÁπ≈—°…≥–  ¡∫—μ‘ ‚§√ß √â“ß À√◊Õ§«“¡ —¡æ—π∏å¢Õß ‘Ëßμà“ßÊ ∑’Ë°≈à“«∂÷ß„π∑ƒ…Æ’∫∑
À√◊Õ¢âÕ§«“¡∑“ß§≥‘μ»“ μ√å „Àâ™—¥‡®π¢÷Èπ ‡™àπ‡ÀÁπ‡ß◊ËÕπ‰¢∑’Ë®”‡ªìπ∑’Ë®–‰¥â¡“´÷Ëß¢âÕ √ÿª ∑”„Àâ‡ÀÁπ¿“æ¢Õß
∫∑π‘¬“¡„π°“√‡™◊ËÕ¡‚¬ß¡“ Ÿà∑ƒ…Æ’∫∑μà“ßÊ ‡ªìπμâπ

3. °“√ ”√«®/°“√§âπæ∫ (Exploration/Discovery)
°“√æ‘ Ÿ®πå‚¥¬∑—Ë«‰ª®–¡“À≈—ß®“°∑’Ë‡√“‰¥â ”√«®À√◊Õ§âπæ∫∑ƒ…Æ’∫∑μà“ßÊ ‡æ◊ËÕ‡ªìπ°“√

μ√«® Õ∫À√◊Õ¬◊π¬—π«à“∑ƒ…Æ’∫∑‡À≈à“π—Èπ‡ªìπ®√‘ß ·μàÕ¬à“ß‰√°Áμ“¡°“√æ¬“¬“¡∑’Ë®–æ‘ Ÿ®πå ‘ËßÀπ÷ËßÕ“®∑”„Àâ
§âπæ∫·π«§‘¥À√◊Õ∑ƒ…Æ’∫∑∑’Ë·μ°μà“ßÕÕ°‰ª μ—«Õ¬à“ß‡™àπ°“√æ¬“¬“¡∑’Ë®–æ‘ Ÿ®πå —®æ®πå°“√¢π“π¢Õß
‡√¢“§≥‘μ·∫∫¬ÿ§≈‘§∑”„Àâ‡√“‰¥â¡“´÷Ëß¢âÕ§«“¡∑’Ë ¡¡Ÿ≈°—∫ —®æ®πå¥—ß°≈à“« ·≈–¬‘Ëß‰ª°«à“π—Èπ∑”„Àâ‰¥â§âπæ∫
‡√¢“§≥‘μπÕ°√–∫∫¬ÿ§≈‘§

4. °“√¥”‡π‘π°“√Õ¬à“ß‡ªìπ√–∫∫ (Systematization)
°“√æ‘ Ÿ®πå‡ªìπ°“√¥”‡π‘π°“√„Àâ‡Àμÿº≈‡æ◊ËÕ‰¥â¡“´÷Ëß¢âÕ √ÿªÀ√◊Õº≈®“° ‘Ëß∑’Ë§âπæ∫Õ¬à“ß‡ªìπ

π‘√π—¬μ“¡√–∫∫ —®æ®πå ∫∑π‘¬“¡ À√◊Õ∑ƒ…Æ’∫∑°àÕπÀπâ“ °“√æ‘ Ÿ®πå∑”„Àâ‡ÀÁπ‚§√ß √â“ß‡™‘ß —®æ®πå∑“ß
§≥‘μ»“ μ√å ‡ÀÁπ§«“¡ —¡æ—π∏å„π°“√∫Ÿ√≥“°“√·≈–°“√‡™◊ËÕ¡‚¬ßÕß§å§«“¡√Ÿâ¿“¬„π«‘™“§≥‘μ»“ μ√å
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5. °“√ ◊ËÕ “√ (Communication)
°“√π”‡ πÕ°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑À√◊Õ¢âÕ§âπæ∫μà“ßÊ ºà“πÀπ—ß ◊Õ «“√ “√ À√◊Õ ◊ËÕÕ◊ËπÊ ‡ªìπ

°“√· ¥ß«à“§«“¡√Ÿâ∑“ß§≥‘μ»“ μ√å„À¡àÊ ‰¥â∂Ÿ° ◊ËÕ “√ÕÕ°‰ª °“√æ‘ Ÿ®πå™à«¬ àß‡ √‘¡°√–∫«π°“√∑“ß —ß§¡
°≈à“«§◊Õ„π°“√æ‘ Ÿ®πåÀ√◊ÕÕà“π°“√æ‘ Ÿ®πå¢âÕ§«“¡„¥¢âÕ§«“¡Àπ÷ËßÕ“®μâÕß¡’°“√æŸ¥§ÿ¬ μ‘¥μàÕ ∂°‡∂’¬ß À√◊Õ
Õ¿‘ª√“¬·π«§‘¥μà“ßÊ √–À«à“ß∫ÿ§§≈Àπ÷Ëß°—∫Õ’°∫ÿ§§≈Àπ÷Ëß ‡™àπ √–À«à“ßπ—°§≥‘μ»“ μ√å¥â«¬°—π‡Õß √–À«à“ß
§√Ÿ°—∫π—°‡√’¬π ‡ªìπμâπ πÕ°®“°π’È°“√æ‘ Ÿ®πå¬—ß¡’∫∑∫“∑ ”§—≠„π°“√æ—≤π“ºŸâ‡√’¬π„π¥â“π°“√‡¢’¬ππ”‡ πÕ
· ¥ß¢—ÈπμÕπμà“ßÊ ‡æ◊ËÕ„ÀâºŸâÕ◊Ëπ¬Õ¡√—∫¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å„Àâ¡’§«“¡ ¡‡Àμÿ ¡º≈ ®π “¡“√∂¬Õ¡√—∫‰¥â
‡ªìπ∑ƒ…Æ’

°“√Ωñ°ºŸâ‡√’¬π„Àâæ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑μà“ßÊ  “¡“√∂æ—≤π“ºŸâ‡√’¬π„π¥â“π¢Õß°“√μ√«® Õ∫¢âÕ§«“¡
§“¥°“√≥å °“√Õ∏‘∫“¬· ¥ß§«“¡‡ªìπ‡Àμÿ‡ªìπº≈ §«“¡‡™◊ËÕ¡‚¬ß¢Õß∫∑π‘¬“¡·≈–∑ƒ…Æ’∫∑μà“ßÊ ∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß
Ωñ°°“√Õ∏‘∫“¬·≈–°“√‡¢’¬π ◊ËÕ “√‡æ◊ËÕ¬◊π¬—π¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å«à“¡’§«“¡∂Ÿ°μâÕßÕ¬à“ß„Àâ‡ªìπ√–∫∫ ‚¥¬
‡©æ“–Õ¬à“ß¬‘Ëß°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑´÷Ëß¡’«‘∏’°“√∑’ËÀ≈“°À≈“¬„π°“√· ¥ß·π«§‘¥¢Õß°“√„Àâ‡Àμÿº≈‡æ◊ËÕ¬◊π¬—π
«à“¡’§«“¡∂Ÿ°μâÕß ´÷Ëß∑”„Àâ‰¥â·π«∑“ß¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå∑’Ë·μ°μà“ßÕÕ°‰ª

 ”À√—∫°“√»÷°…“‡√¢“§≥‘μ„π√–¥—∫ª√–∂¡»÷°…“ ·≈–√–¥—∫¡—∏¬¡»÷°…“„πªí®®ÿ∫—π ‡ªìπ°“√
»÷°…“‡√¢“§≥‘μ·∫∫¬ÿ§≈‘¥ (Euclidean Geometry) ‚¥¬¡’·π«§‘¥„π‡√◊ËÕß¢Õß√–¬–∑“ß ¡ÿ¡ æ◊Èπ∑’Ë ª√‘¡“μ√
‡√’¬π‡°’Ë¬«°—∫ ‘Ëß∑’Ë —¡º— ‰¥â¥â«¬¡◊Õ ‡™àπ  “¡“√∂ √â“ß‡ âπ¢π“π‰¥â¥â«¬‰¡â∫√√∑—¥ ·μà‡¡◊ËÕºŸâ‡√’¬π»÷°…“
‡√¢“§≥‘μ„π√–¥—∫∑’Ë Ÿß¢÷Èπ ®–‰¥â»÷°…“‡°’Ë¬«°—∫‡√¢“§≥‘μ‡™‘ß¿“æ©“¬ (Projective Geometry) ÷́Ëß¡’§«“¡
·μ°μà“ß‰ª®“°‡¥‘¡‡æ√“–‰¡à¡’‡√◊ËÕß°“√¢π“π ‰¡à‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫°“√«—¥ ·μà‡πâπ»÷°…“§«“¡ —¡æ—π∏åæ◊Èπ∞“π√–À«à“ß
®ÿ¥ ‡ âπ ·≈–√–π“∫ ‡æ◊ËÕ„ÀâºŸâÕà“π‡ÀÁπ∂÷ß§«“¡ ”§—≠‡°’Ë¬«°—∫∫∑∫“∑¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå„π°“√æ—≤π“ºŸâ‡√’¬π [4]
ºŸâ‡¢’¬π¢Õ¬°μ—«Õ¬à“ß°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑∑’Ë¡’«‘∏’°“√∑’ËÀ≈“°À≈“¬ ‚¥¬¢Õ¬°μ—«Õ¬à“ß∑ƒ…Æ’„π«‘™“ ”√«®
‡√¢“§≥‘μ 2 ∑ƒ…Æ’∑’Ë¡’§«“¡πà“ π„® ‡ªìπ∑ƒ…Æ’∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫§«“¡ —¡æ—π∏å¢Õß®ÿ¥ ·≈–‡ âπ  “¡“√∂„™â
§«“¡√Ÿâ„π√–¥—∫¡—∏¬¡»÷°…“μÕπμâπ ‡™àπ‡√◊ËÕß §«“¡§≈â“¬ ‡ âπ¢π“π Õ—μ√“ à«π¢Õßæ◊Èπ∑’Ë¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡
æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’¥—ß°≈à“«‰¥â ∑ƒ…Æ’∫∑ 2 ∑ƒ…Æ’π’È‰¥â·°à ∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ—  (Menelausû theorem) ·≈–
∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“ (Cevaûs Theorem)

¢âÕμ°≈ß∑’Ë„™â„π°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“
∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— ®–°≈à“«∂÷ß°“√Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß (collinear) ¢Õß®ÿ¥∑’ËÕ¬Ÿà∫π¥â“πÀ√◊Õ à«πμàÕ

¢Õß¥â“π¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ ´÷Ëß¡’„®§«“¡¥—ßπ’È [8]
°”Àπ¥ ΔABC ‡ªìπ√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡„¥Ê ÷́Ëß¡’®ÿ¥, P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà∫π¥â“πÀ√◊Õ à«πμàÕ¢Õß¥â“π

AB, BC ·≈– CA μ“¡≈”¥—∫ ®ÿ¥ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π °ÁμàÕ‡¡◊ËÕ 

 ”À√—∫∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“®–°≈à“«∂÷ß°“√®«∫ (concurrent) °—π¢Õß‡ âπ∑’Ë≈“°®“°®ÿ¥¬Õ¥¢Õß√Ÿª

 “¡‡À≈’Ë¬¡‰ª¬—ß®ÿ¥∑’ËÕ¬Ÿà∫π¥â“πμ√ß¢â“¡®ÿ¥¬Õ¥¥—ß°≈à“« ÷́Ëß¡’„®§«“¡¥—ßπ’È [8]
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°”Àπ¥ ΔABC ‡ªìπ√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡„¥Ê ÷́Ëß¡’®ÿ¥ L, M ·≈– N Õ¬Ÿà∫π¥â“πÀ√◊Õ à«πμàÕ¢Õß¥â“π

BC, CA ·≈– AB μ“¡≈”¥—∫  ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥‡¥’¬«°—π °ÁμàÕ‡¡◊ËÕ 

„π°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’¥—ß°≈à“«Õ“»—¬§«“¡√Ÿâæ◊Èπ∞“π„π‡√◊ËÕß¢Õß§«“¡§≈â“¬ ‡ âπ¢π“π æ◊Èπ∑’Ë ·≈–
¬Õ¡√—∫¢âÕμ°≈ß∫“ßª√–°“√„π‡√◊ËÕß¢Õß ®ÿ¥·∫àß¿“¬„π ·≈–®ÿ¥·∫àß¿“¬πÕ° à«π¢Õß‡ âπμ√ß ¥—ßπ’È

ç∂â“®ÿ¥ P ·∫àß  ÕÕ°‡ªìπ Õß à«π§◊Õ  ·≈–  Õ—μ√“ à«π°“√·∫àß §◊Õ  ®–

‡ªìπ∫«°À√◊Õ≈∫¢÷ÈπÕ¬Ÿà°—∫«à“ P ‡ªìπ®ÿ¥·∫àß¿“¬„πÀ√◊Õ¿“¬πÕ°é

∂â“ P ‡ªìπ®ÿ¥·∫àß¿“¬„π ¥—ß√Ÿª

®–‰¥â«à“ 

·≈– ∂â“ P ‡ªìπ®ÿ¥·∫àß¿“¬πÕ° ¥—ß√Ÿª

®–‰¥â«à“ 

°≈à“«§◊Õ ∂â“ P ‡ªìπ®ÿ¥·∫àß¿“¬„πÕ—μ√“ à«π°“√·∫àß®–¡’§à“‡ªìπ∫«° ·μà∂â“ P ‡ªìπ®ÿ¥·∫àß
¿“¬πÕ°Õ—μ√“ à«π°“√·∫àß®–¡’§à“‡ªìπ≈∫

∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ—  (Menelausû theorem)
Menelaus of Alexandria ‰¥â· ¥ß‡ß◊ËÕπ‰¢∑’Ë®”‡ªìπ·≈–‡æ’¬ßæÕ  ”À√—∫®ÿ¥ “¡®ÿ¥®–Õ¬Ÿà∫π

‡ âπ‡¥’¬«°—π ¥—ßπ’È
∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— 
°”Àπ¥ ΔABC ‡ªìπ√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡„¥Ê ´÷Ëß¡’®ÿ¥ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà∫π¥â“πÀ√◊Õ à«πμàÕ¢Õß¥â“π

AB, BC ·≈– CA μ“¡≈”¥—∫ ®ÿ¥ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π °ÁμàÕ‡¡◊ËÕ 

æ‘ Ÿ®πåμÕπ∑’Ë 1  ‘Ëß∑’Ë°”Àπ¥ ®ÿ¥ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π

 ‘Ëß∑’ËμâÕß°“√æ‘ Ÿ®πå 

°“√æ‘ Ÿ®πå·∫∫∑’Ë 1
·π«§‘¥„π°“√æ‘ Ÿ®πå„™â§«“¡√Ÿâ„π‡√◊ËÕß “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬ ·≈–„™â ¡∫—μ‘¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬

π—Ëπ§◊Õ ∂â“√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ Õß√Ÿª§≈â“¬°—πÕ—μ√“ à«π¢Õß¥â“π∑’Ë ¡π—¬°—π®–‡∑à“°—π ·≈–„™â¢âÕμ°≈ß‡∫◊ÈÕßμâπ„π
‡√◊ËÕß¢ÕßÕ—μ√“ à«π¢Õß®ÿ¥·∫àß¿“¬„π·≈–¿“¬πÕ° à«π¢Õß‡ âπμ√ß ·≈–„™â§«“¡√Ÿâ∑“ßæ’™§≥‘μ„π°“√À“º≈
§Ÿ≥¢ÕßÕ—μ√“ à«π∑’ËμâÕß°“√
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≈“°‡ âπμ√ß l ºà“π®ÿ¥ P, R ·≈– Q (®“° ‘Ëß∑’Ë°”Àπ¥)
≈“°‡ âπ®“°®ÿ¥ A, B ·≈– C ¡“μ—Èß©“°°—∫‡ âπμ√ß l ∑’Ë®ÿ¥ X, Y ·≈– Z μ“¡≈”¥—∫
„Àâ√–¬– AX, BY ·≈– CZ ¬“« x, y, z μ“¡≈”¥—∫

·≈– ‡æ√“–«à“ 

·≈– 

·≈– 

®–‰¥â

®–‰¥â 

®–‰¥â 

®“° ¡∫—μ‘¢Õß “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬·≈–‡π◊ËÕß®“° Q ‡ªìπ®ÿ¥·∫àß¿“¬πÕ°¢Õß¥â“π BC

¥—ßπ—Èπ ®–‰¥â   ·≈–  

π—Ëπ§◊Õ

¥—ßπ—Èπ

π—Ëπ§◊Õ ∂â“®ÿ¥ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π·≈â« 

°“√æ‘ Ÿ®πå·∫∫∑’Ë 2
·π«§‘¥„π°“√æ‘ Ÿ®πå„™â§«“¡√Ÿâ„π‡√◊ËÕß “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬ ·≈–„™â ¡∫—μ‘¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬

„π°“√· ¥ß§«“¡ —¡æ—π∏å¢ÕßÕ—μ√“ à«π∑’Ë‰¥â „Àâ‡ªìπ‰ªμ“¡Õ—μ√“ à«π∑’ËμâÕß°“√ ·≈–„™â¢âÕμ°≈ß‡∫◊ÈÕßμâπ„π
‡√◊ËÕß¢ÕßÕ—μ√“ à«π¢Õß®ÿ¥·∫àß¿“¬„π·≈–¿“¬πÕ° à«π¢Õß‡ âπμ√ß ·≈–„™â§«“¡√Ÿâ∑“ßæ’™§≥‘μ„π°“√À“º≈
§Ÿ≥¢ÕßÕ—μ√“ à«π∑’ËμâÕß°“√
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≈“°  „Àâ¢π“π°—∫ 
‡æ√“–«à“    ·≈–    ®–‰¥â  ΔCDQ ~ ΔBPQ

¥—ßπ—Èπ    À√◊Õ  

‡æ√“–«à“   ·≈–    ®–‰¥â  ΔRDC ~ ΔRPA

¥—ßπ—Èπ    À√◊Õ  

π—Ëπ§◊Õ  

‡æ√“–©–π—Èπ (CR)(PA)(BQ) = (CQ)(PB)(AR)

À√◊Õ

·μàæ‘®“√≥“ ΔABC ´÷Ëßæ∫«à“ P ·≈– R ‡ªìπ®ÿ¥·∫àß¿“¬„π¢Õß¥â“π AB ·≈– CA

·μà Q ‡ªìπ®ÿ¥·∫àß¿“¬πÕ°¢Õß¥â“π BC ¥—ßπ—Èπ  ·≈–

¥—ßπ—Èπ

π—Ëπ§◊Õ ∂â“®ÿ¥ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π·≈â«  

æ‘ Ÿ®πåμÕπ∑’Ë 2  ‘Ëß∑’Ë°”Àπ¥  

 ‘Ëß∑’ËμâÕß°“√æ‘ Ÿ®πå ®ÿ¥ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π
·π«§‘¥„π°“√æ‘ Ÿ®πå „™â°“√æ‘ Ÿ®πå∑“ßÕâÕ¡ ‚¥¬°“√°”Àπ¥„Àâ ®ÿ¥ Q ‰¡à‰¥âÕ¬Ÿà∫π‡ âπ‡¥’¬«

°—∫ l ´÷Ëßºà“π®ÿ¥ P ·≈– R ‚¥¬„Àâ l μ—¥  ∑’Ë Q′ ·≈–· ¥ß„Àâ‰¥â«à“®ÿ¥ Q ·≈– Q′ ‡ªìπ®ÿ¥‡¥’¬«°—π
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 ¡¡μ‘„Àâ ®ÿ¥ P, Q ·≈– R ‰¡àÕ¬Ÿà∫π‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π
≈“°‡ âπμ√ß l ºà“π®ÿ¥ P ·≈– R ‚¥¬„Àâμ—¥  ∑’Ë Q′

¥—ßπ—Èπ ®“°°“√æ‘ Ÿ®πå„π°√≥’∑’Ë 1 ®–‰¥â«à“  

·μà®“°∑’Ë°”Àπ¥

¥—ßπ—Èπ

π—Ëπ§◊Õ

¥—ßπ—Èπ  Q′C = QC
‡π◊ËÕß®“° Q ·≈– Q′ Õ¬Ÿà∫π à«πμàÕ¢Õß¥â“π BC ∑“ß‡¥’¬«°—π®÷ß “¡“√∂ √ÿª‰¥â«à“ Q ·≈–  Q′

μâÕß‡ªìπ®ÿ¥‡¥’¬«°—π π—Ëπ§◊Õ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π

π—Ëπ§◊Õ  ∂â“   ·≈â« ®ÿ¥ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π

®“°°“√æ‘ Ÿ®πåμÕπ∑’Ë 1 ·≈–μÕπ∑’Ë 2  “¡“√∂ √ÿª‰¥â«à“ ®ÿ¥ P, Q ·≈– R Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π

°ÁμàÕ‡¡◊ËÕ 
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∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“ (Cevaûs Theorem)
Giovanni Ceva π—°§≥‘μ»“ μ√å™“«Õ‘μ“‡≈’¬π ‰¥â· ¥ß‡ß◊ËÕπ‰¢∑’Ë®”‡ªìπ·≈–‡æ’¬ßæÕ‡°’Ë¬«°—∫

°“√æ∫°—π∑’Ë®ÿ¥ Ê Àπ÷Ëß¢Õß‡ âπ∑’Ë≈“°®“°®ÿ¥¬Õ¥¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡°—∫®ÿ¥∑’Ë°”Àπ¥„Àâ∫π¥â“πμ√ß¢â“¡
(Cevian) ¥—ßπ’È

∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“
°”Àπ¥ ΔABC ‡ªìπ√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡„¥Ê ÷́Ëß¡’®ÿ¥ L, M ·≈– N Õ¬Ÿà∫π¥â“π BC, CA ·≈– AB

μ“¡≈”¥—∫ , ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥‡¥’¬«°—π °ÁμàÕ‡¡◊ËÕ  

æ‘ Ÿ®πåμÕπ∑’Ë 1  ‘Ëß∑’Ë°”Àπ¥ , ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥Ê ‡¥’¬«°—π „Àâ‡ªìπ®ÿ¥ X

 ‘Ëß∑’ËμâÕß°“√æ‘ Ÿ®πå  

°“√æ‘ Ÿ®πå·∫∫∑’Ë 1
·π«§‘¥„π°“√æ‘ Ÿ®πå®–„™â∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— ∑’Ë‰¥â¡’°“√æ‘ Ÿ®πå·≈â«¡“Õâ“ßÕ‘ß

æ‘®“√≥“ ΔABL ·≈– ΔACL ́ ÷Ëß¡’  ·≈–  μ—¥¥â“πÀ√◊Õ à«πμàÕ¢Õß¥â“π¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡
μ“¡≈”¥—∫

¥—ßπ—Èπ ®“°∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— 

®–‰¥â«à“

·≈–

¥—ßπ—Èπ

π—Ëπ§◊Õ

π—Ëπ§◊Õ ∂â“  ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥ X ·≈â« 
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°“√æ‘ Ÿ®πå·∫∫∑’Ë 2
·π«§‘¥„π°“√æ‘ Ÿ®πå„™â§«“¡√Ÿâ„π‡√◊ËÕßÕ—μ√“ à«π¢Õßæ◊Èπ∑’Ë¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ ÷́Ëß¡’∞“πÕ¬Ÿà∫π‡ âπ

‡¥’¬«°—π·≈–¡’®ÿ¥¬Õ¥¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡‡ªìπ®ÿ¥‡¥’¬«°—π ·≈–À“§«“¡ —¡æ—π∏å¢ÕßÕ—μ√“ à«π∑’Ë‰¥â„Àâ‡ªìπ‰ª
μ“¡Õ—μ√“ à«π∑’ËμâÕß°“√

‡π◊ËÕß®“°  ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥ X æ‘®“√≥“ ΔABL ·≈– ΔACL ´÷Ëß∞“π¢Õß
 “¡‡À≈’Ë¬¡∑—Èß ÕßÕ¬Ÿà∫π‡ âπ‡¥’¬«°—π ·≈–¡’®ÿ¥¬Õ¥‡ªìπ®ÿ¥‡¥’¬«°—π §◊Õ®ÿ¥ A ¥—ßπ—Èπ  à«π Ÿß¢Õß√Ÿª
 “¡‡À≈’Ë¬¡∑—Èß Õß¡’§«“¡¬“«‡∑à“°—π °”Àπ¥„Àâ à«π Ÿß¡’§«“¡¬“«‡ªìπ h

°”Àπ¥„Àâ [ABL] ·∑πæ◊Èπ∑’Ë¢Õß√Ÿª ΔABL ·≈– [ALC] ·∑πæ◊Èπ∑’Ë¢Õß√Ÿª ΔALC

‡æ√“–©–π—Èπ

„π∑”πÕß‡¥’¬«°—π®–‰¥â«à“  

¥—ßπ—Èπ  

π—Ëπ§◊Õ  

„π∑”πÕß‡¥’¬«°—π “¡“√∂· ¥ß‰¥â«à“  ·≈– 

‡æ√“–©–π—Èπ

π—Ëπ§◊Õ

π—Ëπ§◊Õ ∂â“ , ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥ X ·≈â«  
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°“√æ‘ Ÿ®πå·∫∫∑’Ë 3
·π«§‘¥„π°“√æ‘ Ÿ®πå„™â§«“¡√Ÿâ„π‡√◊ËÕß “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬·≈–„™â§«“¡√Ÿâ„π‡√◊ËÕß¥—ß°≈à“«À“§«“¡

 —¡æ—π∏å¢ÕßÕ—μ√“ à«π∑’Ë‰¥â„Àâ‡ªìπ‰ªμ“¡Õ—μ√“ à«π∑’ËμâÕß°“√

≈“°‡ âπ n ºà“π®ÿ¥ A ‚¥¬„Àâ n ¢π“π°—∫ 

≈“°  μ—¥ n ∑’Ë S ·≈– ≈“°  μ—¥ n ∑’Ë R

‡æ√“–«à“  ·≈–  ®–‰¥â ΔAMR~ΔCMB

¥—ßπ—Èπ 

‡æ√“–«à“  ·≈–  ®–‰¥â ΔBNC~ΔANS

¥—ßπ—Èπ 

‡æ√“–«à“ ·≈–  ®–‰¥â ΔXCL~ΔXSA

¥—ßπ—Èπ CL
SA = LX

AX
‡æ√“–«à“ ·≈– ®–‰¥â

¥—ßπ—Èπ 

®“° CL
SA

LX
AX=  ·≈– BL

RA
LX
AX=  ®–‰¥â«à“ CL

SA
BL
RA=  À√◊Õ CL

BL
SA
RA=

‡æ√“–©–π—Èπ®–‰¥â«à“

À√◊Õ

π—Ëπ§◊Õ ∂â“  ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥ X ·≈â« 
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°“√æ‘ Ÿ®πå·∫∫∑’Ë 4
·π«§‘¥„π°“√æ‘ Ÿ®πå„™â§«“¡√Ÿâ„π‡√◊ËÕß “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬·≈–„™â§«“¡√Ÿâ„π‡√◊ËÕß¥—ß°≈à“«À“§«“¡

 —¡æ—π∏å¢ÕßÕ—μ√“ à«π∑’Ë ‰¥â „Àâ‡ªìπ‰ªμ“¡Õ—μ√“ à«π∑’ËμâÕß°“√‡™àπ‡¥’¬«°—∫°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“
μÕπ∑’Ë 1 ·∫∫∑’Ë 3

≈“°‡ âπºà“π®ÿ¥ A „Àâ¢π“π°—∫  ·≈–μ—¥  ∑’Ë S ·≈– ≈“°‡ âπºà“π®ÿ¥ C „Àâ¢π“π

°—∫  ·≈–μ—¥  ∑’Ë R

‡æ√“–«à“  ·≈–  ®–‰¥â 

¥—ßπ—Èπ 

‡æ√“–«à“ ·≈– ®–‰¥â

¥—ßπ—Èπ 

‡æ√“–«à“ ·≈– ®–‰¥â

¥—ßπ—Èπ À√◊Õ

‡æ√“–«à“ ·≈– ®–‰¥â

¥—ßπ—Èπ À√◊Õ

À√◊Õ‡æ√“–©–π—Èπ
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π—Ëπ§◊Õ ∂â“  ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥ X ·≈â« 

°“√æ‘ Ÿ®πåμÕπ∑’Ë 2  ‘Ëß∑’Ë°”Àπ¥„Àâ  

 ‘Ëß∑’ËμâÕß°“√æ‘ Ÿ®πå   ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥‡¥’¬«°—π
·π«§‘¥„π°“√æ‘ Ÿ®πå„™â°“√æ‘ Ÿ®πå∑“ßÕâÕ¡ ‚¥¬°“√°”Àπ¥„Àâ ®ÿ¥ N ‰¡à‰¥âÕ¬Ÿà∫π‡ âπ‡¥’¬«°—∫

 ‚¥¬„Àâ  μ—¥  ∑’Ë N′ ·≈–· ¥ß„Àâ‰¥â«à“®ÿ¥ N ·≈– N′ ‡ªìπ®ÿ¥‡¥’¬«°—π
 ¡¡ÿμ‘„Àâ  ·≈–  ‰¡àμ—¥∑’Ë®ÿ¥‡¥’¬«°—π
„Àâ‡ âπμ√ß AL ·≈– BM μ—¥°—π∑’Ë®ÿ¥ X ≈“° CX μ—¥¥â“π AB ∑’Ë®ÿ¥ N′

¥—ßπ—Èπ ®“°°“√æ‘ Ÿ®πåμÕπ∑’Ë 1 ®–‰¥â«à“ 

·μà®“°∑’Ë°”Àπ¥ 

¥—ßπ—Èπ

π—Ëπ§◊Õ
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¥—ßπ—Èπ NB = 
‡π◊ËÕß®“° N ·≈– N′ ‡ªìπ®ÿ¥·∫àß¥â“π AB Õ¬à“ß¿“¬„π∑—Èß§Ÿà·≈–∑”„Àâ‰¥âÕ—μ√“ à«π¢Õß°“√·∫àß

‡∑à“°—π ¥—ßπ—Èπ √ÿª‰¥â«à“ ®ÿ¥ N ·≈– N′ ‡ªìπ®ÿ¥‡¥’¬«°—π

‡æ√“–©–π—Èπ  ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥‡¥’¬«°—π

π—Ëπ§◊Õ ∂â“  ·≈â« ,  ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥ X

®“°°“√æ‘ Ÿ®πåμÕπ∑’Ë 1 ·≈–μÕπ∑’Ë 2  “¡“√∂ √ÿª‰¥â«à“ ,  ·≈–  μ—¥∑’Ë®ÿ¥‡¥’¬«°—π

°ÁμàÕ‡¡◊ËÕ 

∫∑∫“∑¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“∑’Ë¡’μàÕºŸâ‡√’¬π
„π°“√»÷°…“∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“¡’∫∑∫“∑¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå∑’Ë àßº≈μàÕ°“√

æ—≤π“ºŸâ‡√’¬π¥—ßμàÕ‰ªπ’È
∫∑∫“∑„π°“√ ”√«®·≈–°“√§âπæ∫ „π°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— ·≈–

∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“ºŸâ ÕπÕ“®°”Àπ¥„ÀâºŸâ‡√’¬π∑”°‘®°√√¡ ”√«® ‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ The Geometerûs Sketchpad
(GSP) ÷́Ëß∑”„ÀâºŸâ‡√’¬π‰¥â¡’°“√ ”√«®‡°’Ë¬«°—∫®ÿ¥∑’ËÕ¬Ÿà∫π¥â“πÀ√◊Õ à«πμàÕ¢Õß¥â“π®–¡’‡ß◊ËÕπ‰¢„¥∫â“ß∑’Ë∑”„Àâ
®ÿ¥∑—Èß “¡®ÿ¥¥—ß°≈à“«Õ¬Ÿà∫π‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π À√◊Õ ‡ âπ∑’Ë≈“°®“°®ÿ¥¬Õ¥‰ª¬—ß¥â“πμ√ß¢â“¡®–¡’‡ß◊ËÕπ‰¢„¥∫â“ß
∑’Ë∑”„Àâ‡ âπ∑—Èß “¡μ—¥°—π∑’Ë®ÿ¥‡¥’¬«°—π ‚¥¬æ¬“¬“¡„ÀâºŸâ‡√’¬πÀ“¢âÕ √ÿª‡æ◊ËÕ®– √â“ß‡ªìπ¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å
º≈®“°°“√ ”√«®·≈–À“¢âÕ √ÿªÕ“®®–æ‘®“√≥“‡ªìπ°“√æ‘ Ÿ®πå„π≈—°…≥–∑’Ë‰¡à‡ªìπ∑“ß°“√ ÷́ËßºŸâ‡√’¬π∫“ß§π
Õ“®®–¬Õ¡√—∫«à“ ‘Ëß∑’Ë‡¢“§âπæ∫‡ªìπ®√‘ß ®“°°“√∑”°‘®°√√¡ ”√«®‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ GSP ¥—ß°≈à“« ·μà
Õ¬à“ß‰√°Áμ“¡ μ“¡À≈—°¢Õß°“√»÷°…“§≥‘μ»“ μ√å°“√æ‘ Ÿ®πå„π≈—°…≥–π’È¬—ß‰¡à‡æ’¬ßæÕ∑’Ë®–¬Õ¡√—∫¢âÕ§«“¡
§“¥°“√≥å∑’Ë‰¥â«à“‡ªìπ®√‘ß °“√· ¥ß∫∑æ‘ Ÿ®πå∑’Ë· ¥ß¢â“ßμâπ‰¡à«à“®–‡ªìπ°“√æ‘ Ÿ®πå·∫∫„¥°Áμ“¡®–‡ªìπ
 ‘Ëß¬◊π¬—π«à“¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å∑’Ë‰¥âπ—Èπ‡ªìπ®√‘ß

∫∑∫“∑„π°“√μ√«® Õ∫ °“√æ‘ Ÿ®πå∑’Ë· ¥ß¢â“ßμâπ‰¡à«à“®–‡ªìπ°“√æ‘ Ÿ®πå„π√Ÿª·∫∫„¥°Áμ“¡ ÷́Ëß¡’
°“√„™â¢âÕ¡Ÿ≈¡“Õâ“ßÕ‘ß„π≈—°…≥–∑’Ë·μ°μà“ß°—π ‰¡à«à“®–‡ªìπ„π‡√◊ËÕß “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬  ¡∫—μ‘¢Õß “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬
‡√◊ËÕß‡ âπ¢π“π  ¡∫—μ‘¢Õß‡ âπ¢π“π ÷́Ëß°“√æ‘ Ÿ®πå„π·μà≈–·∫∫∑’Ë·μ°μà“ß°—π¢â“ßμâπ‡ªìπ°“√¬◊π¬—πÕ¬à“ß‡ªìπ
√–∫∫ ¡’°“√„Àâ‡Àμÿº≈·∫∫π‘√π—¬‡æ◊ËÕ· ¥ß«à“¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å¥—ß°≈à“«‡ªìπ®√‘ß

∫∑∫“∑„π°“√¥”‡π‘π°“√Õ¬à“ß‡ªìπ√–∫∫  ”À√—∫∫∑∫“∑„π¥â“ππ’È “¡“√∂«‘‡§√“–Àå‰¥â„π°“√
æ‘ Ÿ®πå¢â“ßμâπ´÷Ëß¡’§«“¡·μ°μà“ß°—π„π·μà≈–·∫∫¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå ‚¥¬„π°“√æ‘ Ÿ®πå®”‡ªìπμâÕß‡¢’¬πÕ∏‘∫“¬
Õâ“ßÕ‘ß§«“¡√Ÿâ „π‡√◊ËÕß∑’Ëπ”¡“Õâ“ß„π°“√æ‘ Ÿ®πå ‰¥â·°à „π‡√◊ËÕß “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬ ·≈–„™â ¡∫—μ‘¢Õß√Ÿª
 “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬ π—Ëπ§◊Õ ∂â“√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ Õß√Ÿª§≈â“¬°—πÕ—μ√“ à«π¢Õß¥â“π∑’Ë ¡π—¬°—π®–‡∑à“°—π √«¡∑—Èß
°“√„™â¢âÕμ°≈ß‡∫◊ÈÕßμâπ„π‡√◊ËÕß¢ÕßÕ—μ√“ à«π¢Õß®ÿ¥·∫àß¿“¬„π·≈–¿“¬πÕ° à«π¢Õß‡ âπμ√ß ·≈–„™â§«“¡
√Ÿâ∑“ßæ’™§≥‘μ„π°“√À“º≈§Ÿ≥¢ÕßÕ—μ√“ à«π∑’ËμâÕß°“√ °“√æ‘ Ÿ®πå∫“ß·∫∫Õ“®„™â°“√Õâ“ßÕ‘ß∑ƒ…Æ’∫∑∑’Ë‰¥â¡’
°“√æ‘ Ÿ®πå¡“·≈â« ·≈–„π°“√æ‘ Ÿ®πå∫“ß°√≥’Õ“®μâÕß„™â°“√æ‘ Ÿ®πå∑“ßÕâÕ¡´÷Ëß®–ßà“¬°«à“°“√æ‘ Ÿ®πå∑“ßμ√ß
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∫∑∫“∑¢Õß°“√Õ∏‘∫“¬ º≈®“°°“√«‘‡§√“–Àå°“√¥”‡π‘π°“√Õ¬à“ß‡ªìπ√–∫∫ æ∫«à“„π·μà≈–·∫∫
¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ—  ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“ ¡’°“√„™â§«“¡√Ÿâ‡æ◊ËÕÕâ“ßÕ‘ß„π≈—°…≥–∑’Ë·μ°μà“ß°—π‰ª
´÷Ëß®–¡’º≈μàÕ°“√‡¢’¬πÕ∏‘∫“¬°“√æ‘ Ÿ®πå„π·μà≈–·∫∫ °“√‡¢’¬πÕ∏‘∫“¬°“√æ‘ Ÿ®πå®”‡ªìπμâÕß‡√’¬ß≈”¥—∫¢Õß
‡ß◊ËÕπ‰¢À√◊Õ§«“¡√Ÿâμà“ßÊ ∑’Ëπ”¡“Õâ“ßÕ‘ß ‰¡à«à“®–‡ªìπ„π‡√◊ËÕß¢Õß “¡‡À≈’Ë¬¡§≈â“¬ ‡ âπ¢π“π Õ—μ√“ à«π¢Õß
®ÿ¥·∫àß √«¡‰ª∂÷ß¢âÕμ°≈ßμà“ßÊ ∑’Ëπ”¡“„™â„π°“√æ‘ Ÿ®πå ‚¥¬π”¡“‡¢’¬π„Àâ¡’§«“¡ —¡æ—π∏å°—π‡æ◊ËÕ„Àâ‰¥â¡“
μ“¡¢âÕ √ÿª∑’ËμâÕß°“√

∫∑∫“∑„π¥â“π°“√ ◊ËÕ “√ „π°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑∑’Ëπ”‡ πÕ¡“·≈â« ®–‡ÀÁπ«à“·μà≈–∑ƒ…Æ’∫∑¡’
·π«∑“ß„π°“√æ‘ Ÿ®πå∑’ËÀ≈“°À≈“¬ „π∫√‘∫∑¢Õß·μà≈–«‘∏’°Á¡’·π«∑“ß∑’Ë·μ°μà“ß°—π  ‘Ëßπ’È‡ªìπ°“√ ◊ËÕ„ÀâºŸâ‡√’¬π
À√◊ÕºŸâ∑’Ë»÷°…“·π«∑“ß„π°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑∑—Èß Õß‡ÀÁπ∂÷ß·π«§‘¥„π°“√·°âªí≠À“∑“ß§≥‘μ»“ μ√å∑’Ë “¡“√∂
¬◊¥À¬ÿàπ‰¥â ªí≠À“Àπ÷Ëß¢âÕ “¡“√∂·°âªí≠À“‰¥âÀ≈“¬«‘∏’ ·μà≈–«‘∏’°Á®–¡’·π«∑“ß∑’Ë·μ°μà“ß°—π‰ª  ”À√—∫°“√
®—¥°‘®°√√¡°“√‡√’¬π√Ÿâ„π‡√◊ËÕß¢Õß∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“ ºŸâ Õπ “¡“√∂°”Àπ¥„ÀâºŸâ‡√’¬π∑”
°‘®°√√¡°≈ÿà¡ ‚¥¬„Àâ¡’°“√æŸ¥§ÿ¬ Õ¿‘ª√“¬ · ¥ß·π«§‘¥ ‡æ◊ËÕ àß‡ √‘¡°√–∫«π°“√∑“ß —ß§¡ ‡æ◊ËÕ„Àâ‰¥â·π«§‘¥
∑’Ë¡“„π°“√æ‘ Ÿ®πå¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å∑’Ë‰¥â®“°°‘®°√√¡ ”√«®„π¢—Èπμâπ ‚¥¬ºŸâ Õπ‡ªìπºŸâμ√«® Õ∫§«“¡∂Ÿ°μâÕß
·≈–„Àâ§”·π–π”μà“ßÊ Õ’°∑—Èß‡ªìπ°“√Ωñ°°“√‡¢’¬ππ”‡ πÕ · ¥ß¢—ÈπμÕπ„Àâ¡’§«“¡ ¡‡Àμÿ ¡º≈ ®π
 “¡“√∂¬Õ¡√—∫‰¥â‡ªìπ∑ƒ…Æ’

®“°¢â“ßμâπ®÷ß‡ÀÁπ‰¥â«à“ °“√»÷°…“∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ—  ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑¢Õß‡™«“∑’Ë¡’°“√æ‘ Ÿ®πå∑’Ë
À≈“°À≈“¬ ¡’º≈∑’Ë‡°’Ë¬«‡π◊ËÕßμàÕ∫∑∫“∑¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå ´÷Ëß “¡“√∂æ—≤π“ºŸâ‡√’¬π„π¥â“πμà“ßÊ ·μà∑—Èßπ’ÈÕ“®
¢÷ÈπÕ¬Ÿà°—∫√Ÿª·∫∫¢Õß°“√®—¥°‘®°√√¡°“√‡√’¬π√Ÿâ„πÀâÕß‡√’¬π∑’ËºŸâ Õπ®–‡ªìπºŸâ«“ß·ºπ«à“®–¥”‡π‘π°“√Õ¬à“ß‰√
‡æ◊ËÕ„ÀâºŸâ‡√’¬π‰¥âæ—≤π“Õ—π‡ªìπº≈®“°∫∑∫“∑¢Õß°“√æ‘ Ÿ®πå

 √ÿª
°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑‡¡‡π‡≈Õ— ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑‡™«“ “¡“√∂™à«¬ àß‡ √‘¡ºŸâ‡√’¬π„π¥â“π∫∑∫“∑¢Õß

°“√æ‘ Ÿ®πå „π¥â“π°“√ ”√«®/°“√§âπæ∫ ÷́Ëß„π°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ “¡“√∂∑”‰¥â‚¥¬„ÀâºŸâ‡√’¬π‰¥â§âπ
æ∫¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å„π‡√◊ËÕß¥—ß°≈à“« ́ ÷ËßÕ“®∑”‰¥â ‚¥¬ºà“π‚ª√·°√¡ The Geometerûs Sketchpad (GSP)
∑’ËºŸâ Õπ®—¥‡μ√’¬¡‰«â‡æ◊ËÕ°√–μÿâπ„ÀâºŸâ‡√’¬π‡°‘¥¢âÕ ß —¬„π¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥å¥—ß°≈à“«·≈–μâÕß°“√μ√«® Õ∫
¢âÕ§«“¡§“¥°“√≥åπ’È ∂÷ß·¡â«à“°“√ ”√«®/°“√§âπæ∫¥—ß°≈à“«‰¡à„™à∑ƒ…Æ’„À¡à∑’Ë‡°‘¥¢÷Èπ„π§≥‘μ»“ μ√å°Áμ“¡
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