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Combinatorial Labelings of Generalized Petersen
Graphs and Lollipop Graphs for Some Cases
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ABSTRACT

Suppose G = (V, E) is a simple and connected graph with n vertices and m edges. A
vertex-labeling is a bijective function f : V  {1, 2, 3, Ç, n}. f induces a mapping f c: E  

called the edge-labeling or combinatorial labeling of G. f c is defined by f c(uv) =  for any

edge uv  E where f (u) > f (v). If f c is injective, we say that it is a valid combination labeling.
If G has a valid combination labeling, then G is called a combination graph. In this article,
Generalized Petersen graphs GP(n, 3) and Lollipop graphs Hg, l where 3 ≤ g ≤ 6 and g › 1 ≤ l are
considered to be combination graphs.

Keywords: combinatorial labeling, Generalized Petersen graphs, Lollipop graphs, combination
graphs
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∫∑π”
°“√»÷°…“¥â“π∑ƒ…Æ’°√“ø¡’ºŸâ»÷°…“¡“Õ¬à“ß·æ√àÀ≈“¬ ‡π◊ËÕß®“° “¡“√∂π”¡“ª√–¬ÿ°μå„™â·°â

ªí≠À“μà“ßÊ ‰¥â ‡™àπ °“√·°âªí≠À“¥â“π°“√®—¥°“√∑√—æ¬“°√ °“√§¡π“§¡¢π àß ·≈–°“√«“ß√–∫∫ “∏“√≥Ÿª‚¿§
´÷ËßÀπ÷Ëß„πÀ—«¢âÕ∑’Ëπà“ π„®¢Õß∑ƒ…Æ’°√“ø §◊Õ °“√°”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥·≈–‡ âπ¢Õß°√“ø

„πªï §.». 2005 ¡’°“√»÷°…“«‘®—¬‡°’Ë¬«°—∫°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥¢Õß°√“ø ‚¥¬ Suresh
Manjanath Hegde ·≈– Sudhakar Shetty [1] ‚¥¬¡’°“√π”®”π«ππ—∫¡“°”Àπ¥™◊ËÕ„Àâ°—∫·μà≈–®ÿ¥¬Õ¥
¢Õß°√“ø·≈–„™â°“√®—¥À¡Ÿà„π°“√°”Àπ¥™◊ËÕ„Àâ°—∫·μà≈–‡ âπ¢Õß°√“ø ÷́Ëß§à“∑’Ë‰¥â·μ°μà“ß°—π

®“°π—Èπªï §.». 2012 ¡’°“√»÷°…“«‘®—¬‡°’Ë¬«°—∫°“√°”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥·≈–‡ âπ ‚¥¬ Pak Ching
Li [2] ÷́Ëß‰¥â»÷°…“°√“øμâπ‰¡â k ¿“§∫√‘∫Ÿ√≥å (complete k-ary trees) °√“ø§“‡∑Õæ‘≈≈“√å (caterpillars)
°√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª (generalized Petersen graphs) GP(n, 1), GP(n, 2) °√“ø«’≈ (wheel graphs)
·≈– °√“ø°√‘¥ (grid graphs) «à“‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà Õ’°∑—Èß· ¥ß«à“°√“ø Õß à«π·∫∫∫√‘∫Ÿ√≥å (complete
bipartite graphs) ‰¡à‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà

ºŸâ»÷°…“®÷ß¡’§«“¡ π„®„π°“√»÷°…“°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥∑’Ë‡À¡“– ¡¢Õß°√“øæ‘‡»…∫“ß™π‘¥
∑’Ë¬—ß‰¡à¡’ºŸâ»÷°…“¡“°àÕπ ‰¥â·°à °√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª GP(n, 3) ·≈– °√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ (lollipop graphs)
Hg, l ‡¡◊ËÕ 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ l ‚¥¬„™â·π«§‘¥∑’Ë¢¬“¬®“°∑ƒ…Æ’‡¥‘¡

‚¥¬„π°“√»÷°…“π’È „Àâ G = (V, E) ‡ªìπ°√“ø‡™‘ß‡¥’¬«·≈–‡™◊ËÕ¡‚¬ß ¡’®ÿ¥¬Õ¥ n ®ÿ¥ ·≈–¡’‡ âπ
m ‡ âπ ‚¥¬ f : V  {1, 2, 3, Ç, n} ‡ªìπ°“√°”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥¢Õß°√“ø G ‡¡◊ËÕ f  ‡ªìπøíß°å™—π
Àπ÷ËßμàÕÀπ÷Ëß·≈–∑—Ë«∂÷ß ´÷Ëß∂Ÿ°π”‰ª √â“ß f c: E   ∑’Ë‡√’¬°«à“øíß°å™—π°”Àπ¥™◊ËÕ‡ âπÀ√◊Õ°“√°”Àπ¥™◊ËÕ
‡™‘ß°“√®—¥ (combinatorial labelings) ¢Õß°√“ø G ‚¥¬‡¡◊ËÕ‡ âπ uv  E ∑’Ë f (u) > f (v) ∂Ÿ°°”Àπ¥™◊ËÕ

‡ªìπ f c(uv) =  ∂â“ f c ‡ªìπøíß°å™—πÀπ÷ËßμàÕÀπ÷Ëß ·≈â«‡√’¬° f c «à“°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥∑’Ë‡À¡“– ¡

(valid combination labelings) ·≈–∂â“°√“ø G ¡’°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥∑’Ë‡À¡“– ¡·≈â«®–‡√’¬° G «à“
‡ªìπ °√“ø°“√®—¥À¡Ÿà (combination graphs)

Õÿª°√≥å·≈–«‘∏’°“√∑¥≈Õß
„πÀ—«¢âÕπ’È°≈à“«∂÷ß§«“¡√Ÿâæ◊Èπ∞“π¢Õß°√“ø∑’Ë∂Ÿ°π”¡“„™â„π°“√»÷°…“§√—Èßπ’È ‰¥â·°à ∫∑π‘¬“¡ ·≈–

μ—«Õ¬à“ßæÕ —ß‡¢ª ‚¥¬Õâ“ßÕ‘ßμ“¡ [3]
∫∑π‘¬“¡ 1 °√“ø (graph) À√◊Õ °√“ø‰¡à√–∫ÿ∑‘»∑“ß (undirected graph) G §◊Õ§ŸàÕ—π¥—∫ (V,E) ‚¥¬∑’Ë V
‡ªìπ‡´μ®”°—¥∑’Ë‰¡à‡ªìπ‡´μ«à“ß¢Õß ¡“™‘°∑’Ë‡√’¬°«à“®ÿ¥¬Õ¥ (vertices) ·≈– E ‡ªìπ‡´μ®”°—¥¢Õß§Ÿà‰¡àÕ—π¥—∫
¢Õß ¡“™‘°„π V ‡√’¬° ¡“™‘° ¢Õß E «à“‡ âπ (edges) ‚¥¬∑—Ë«‰ª®–·∑π°√“ø G ¥â«¬·ºπ¿“æ ‚¥¬ ¡“™‘°¢Õß
V ®–∂Ÿ°·∑π¥â«¬®ÿ¥¬Õ¥ ·≈– ¡“™‘°¢Õß E ®–∂Ÿ°·∑π¥â«¬‡ âπ∑’Ë‡™◊ËÕ¡√–À«à“ß 2 ®ÿ¥¬Õ¥π—Èπ
À¡“¬‡Àμÿ ‡π◊ËÕß®“°°“√π”∑ƒ…Æ’°√“ø‰ªª√–¬ÿ°μå„™â„π°“√·°âªí≠À“∫“ßªí≠À“ ‡¡◊ËÕ·ª≈ßªí≠À“¡“‡ªìπ
°√“øæ∫«à“ ∫“ß§√—Èß√–À«à“ß®ÿ¥ Õß®ÿ¥Õ“®¡’‡ âπ‡™◊ËÕ¡¡“°°«à“Àπ÷Ëß‡ âπ À√◊Õ‡ âπÊ Àπ÷ËßÕ“®¡’®ÿ¥ª≈“¬∑—Èß Õß
‡ªìπ®ÿ¥‡¥’¬«°—π ¥—ßπ—Èπ„π°“√»÷°…“∑ƒ…Æ’°√“ø®÷ß‡ªìπ∑’Ëμ°≈ß«à“°“√‡¢’¬π‡´μ¢Õß‡ âπ‡ªìπ‰ª‰¥â∑’Ë®–¡’ ¡“™‘°´È”°—π
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μ—«Õ¬à“ß 1 „Àâ G = (V,E) ‡ªìπ°√“ø ‚¥¬∑’Ë V = {1,2,3,4} ·≈– E = {{1,2}, {2,2}, {1,4}, {2,3}, {3,4},
{3,4}} ®– “¡“√∂‡¢’¬π·∑π°√“ø G ‰¥â¥—ß√Ÿª∑’Ë 1

√Ÿª∑’Ë 1  °√“ø G

°√≥’∑’Ë‡ âπ„π°√“ø¡’®ÿ¥ª≈“¬¢Õß‡ âπ‡ªìπ®ÿ¥‡¥’¬«°—π ®–‡√’¬°‡ âππ—Èπ«à“ «ß«π (loops) ·≈–°√≥’∑’Ë
2 ®ÿ¥¬Õ¥¡’‡ âπ¡“°°«à“ 1 ‡ âπ ®–‡√’¬°‡ âπ‡À≈à“π—Èπ«à“ ‡ âπ¢π“π (multiple edges) ‡™àπ ®“°√Ÿª∑’Ë 1 °√“ø
G ¢â“ßμâπ¡’ ‡ âπ {2,2} ‡ªìπ«ß«π ·≈–¡’‡ âπ {3,4}, {3,4} ‡ªìπ‡ âπ¢π“π ‚¥¬°√“ø∑’Ë‰¡à¡’∑—Èß«ß«π·≈–‡ âπ
¢π“π ∂Ÿ°‡√’¬°«à“ °√“ø‡™‘ß‡¥’¬« (simple graphs)
À¡“¬‡Àμÿ  ®–‡¢’¬π·∑π‡ âπ {u,v} „π°√“ø G ¥â«¬ uv
∫∑π‘¬“¡ 2  ®–‡√’¬°®ÿ¥¬Õ¥ u ·≈–®ÿ¥¬Õ¥ v ¢Õß°√“ø G «à“‡ªìπ®ÿ¥¬Õ¥ª√–™‘¥°—π (adjacent vertices)
∂â“¡’‡ âπ√–À«à“ß®ÿ¥¬Õ¥ u ·≈–®ÿ¥¬Õ¥ v
∫∑π‘¬“¡ 3  „Àâ G = (V,E) ·≈– S =  ‡ªìπ°√“ø ®–°≈à“««à“ S ‡ªìπ°√“ø¬àÕ¬ (subgraph) ¢Õß
°√“ø G ∂â“  ·≈– 
∫∑π‘¬“¡ 4  „Àâ G = (V,E) ‡ªìπ°√“ø ·≈– u, v  V «‘∂’ u - v (u - v path) „π°√“ø G §◊Õ °√“ø¬àÕ¬
P =  ¢Õß°√“ø G ‚¥¬∑’Ë®–¡’®”π«ππ—∫ n ∑’Ë∑”„Àâ  = {u, v1, v2, Ç, vn, v} ·≈–  = {uv1, v1v2,
v2v3, Ç, vn+1vn, vnv}
«‘∂’∑’Ë¡’ n ®ÿ¥ ·∑π¥â«¬ Pn ‚¥¬¡’ n › 1 ‡ âπ ÷́Ëß°≈à“««à“ Pn ¡’§«“¡¬“« n › 1

√Ÿª∑’Ë 2  °√“ø P4

°√≥’∑’Ë«‘∂’¡’®ÿ¥¬Õ¥∑’Ë‡ªìπ®ÿ¥‡√‘Ë¡μâπ·≈–®ÿ¥ ‘Èπ ÿ¥‡ªìπ®ÿ¥‡¥’¬«°—π ‡√’¬°«à“ «ß (cycles) ·≈–·∑π
«ß∑’Ë¡’ n ®ÿ¥ ¥â«¬ Cn

√Ÿª∑’Ë 3  °√“ø C4

1 2

34
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∫∑π‘¬“¡ 5  „Àâ G = (V,E) ‡ªìπ°√“ø  ”À√—∫ u, v  V ·≈– u ≠ v ∂â“ G ¡’«‘∂’ u › v ‡√“°≈à“««à“ u

‡™◊ËÕ¡‚¬ß (connected) °—∫ v ·≈–®–°≈à“««à“ G ‡ªìπ°√“ø‡™◊ËÕ¡‚¬ß (connected graphs) °ÁμàÕ‡¡◊ËÕ ∑ÿ°Ê

u, v  V, u ≠ v ®–‰¥â«à“ u ‡™◊ËÕ¡‚¬ß°—∫ v

∂â“ G ‰¡à„™à°√“ø‡™◊ËÕ¡‚¬ß ‡√“‡√’¬° G «à“°√“ø‰¡à‡™◊ËÕ¡‚¬ß (disconnected graphs)
∫∑π‘¬“¡ 6 °√“ø·∫∫∫√‘∫Ÿ√≥å†(complete graphs) ‡ªìπ°√“ø∑’Ë∑ÿ°§Ÿà¢Õß®ÿ¥¬Õ¥¡’‡ âπ√–À«à“ß 2 ®ÿ¥¬Õ¥
π—Èπ °√“ø·∫∫∫√‘∫Ÿ√≥å∫π®ÿ¥¬Õ¥†n†®ÿ¥ „™â —≠≈—°…≥å·∑π¥â«¬ Kn

√Ÿª∑’Ë 4 °√“ø K5

∫∑π‘¬“¡ 7 ‡ âπμ—¥ (bridges) §◊Õ ‡ âπ„π°√“ø‡™◊ËÕ¡‚¬ß ∑’Ë‡¡◊ËÕ≈∫‡ âππ—ÈπÕÕ° ®–∑”„Àâ°√“ø„À¡à∑’Ë‰¥â
‡ªìπ°√“ø‰¡à‡™◊ËÕ¡‚¬ß

μ—«Õ¬à“ß 2 „Àâ H = (V, E) ‡ªìπ°√“ø ‚¥¬∑’Ë V = {1,2,3,4,5,6,7} ·≈– E = {{1,2}, {1,4}, {2,4}, {2,3},
{3,4}, {4,5}, {5,6}, {5,7}, {6,7}} ®– “¡“√∂‡¢’¬π·∑π°√“ø H ‰¥â¥—ß√Ÿª∑’Ë 5

√Ÿª∑’Ë 5 °√“ø H

æ∫«à“ °√“ø H ‡ªìπ°√“ø‡™◊ËÕ¡‚¬ß ·≈–‡¡◊ËÕ≈∫‡ âπ {4,5} ∑”„Àâ°√“ø∑’Ë‰¥â„À¡à ‡ªìπ°√“ø‰¡à
‡™◊ËÕ¡‚¬ß ¥—ßπ—Èπ ‡ âπ {4,5} ‡ªìπ‡ âπμ—¥
∫∑π‘¬“¡ 8 °“√®—¥À¡Ÿà (combination) [4] „Àâ A ‡ªìπ‡´μ¢Õß¢Õß n  ‘Ëß∑’Ëμà“ß°—π  ”À√—∫®”π«π‡μÁ¡ r
´÷Ëß 0 ≤ r ≤ n °“√®—¥À¡Ÿà∑’≈– r  ‘Ëß¢Õß‡´μ A §◊Õ °“√‡≈◊Õ°‡´μ¬àÕ¬∑’Ë¡’ ¡“™‘° r μ—«®“°‡´μ A ·≈–®–
·∑π®”π«π«‘∏’„π°“√®—¥À¡Ÿà∑’≈–

2 

1

3

4 5

6

7
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r  ‘Ëß¢Õß‡´μ A ¥â«¬ —≠°√≥å  À√◊Õ  ‚¥¬∑’Ë 

∑ƒ…Æ’∫∑ 1 [4] „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫  ”À√—∫®”π«π‡μÁ¡ r ´÷Ëß 0 ≤ r ≤ n ®–‰¥â«à“ 

º≈°“√∑¥≈Õß
„πÀ—«¢âÕπ’È· ¥ß∂÷ß °“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥¢Õß°√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª ·≈–°√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ

 ”À√—∫∫“ß°√≥’ ‚¥¬¡’¢—ÈπμÕπ§◊Õ °”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥¢Õß°√“ø¥—ß°≈à“« °”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥¢Õß°√“ø À√◊Õ
‡ªìπ°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡ âπ¢Õß°√“ø‚¥¬Õ“»—¬°“√°”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥∑’Ë‰¥â°”Àπ¥¡“„π¢â“ßμâπ ®“°π—Èπ· ¥ß«à“
°√“ø¥—ß°≈à“«‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà

1.  °√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª GP(n, k)
∫∑π‘¬“¡ 9 [5] „Àâ n ·≈– k ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3, 1 ≤ k < 

°√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª GP(n, k) = (V, E) ‚¥¬∑’Ë V = {ui | i }  {vi | i } ·≈–

E = {ui ui +1
|i }  {uivi | i }  {vivi +k|i }

À¡“¬‡Àμÿ  ®“°∫∑π‘¬“¡®–‡ÀÁπ‰¥â«à“ |V| = 2n ·≈– |E| = 3n
‚¥¬√Ÿª∂—¥‰ª· ¥ß°√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª GP(n, k) „π°√≥’∑’Ë n = 10, k = 3

√Ÿª∑’Ë 6 °√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª GP(10, 3)

°“√»÷°…“§√—Èßπ’È ®–· ¥ß«à“°√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª GP(n, 3) ‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà‚¥¬Õ“»—¬∫∑
μ—Èßμà“ßÊ ¥—ßμàÕ‰ªπ’È

u7

u0 u1 

u2 

u3 

u4 

u5 u6 

u8 

u9 v0 v1 

v2 

v3 

v4 
v5 

v6 

v7 

v8 

v9 
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∫∑μ—Èß 1  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3 ®–‰¥â«à“ 

°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3 æ‘®“√≥“

∫∑μ—Èß 2  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3 ·≈â« 

°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3 æ‘®“√≥“
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‡π◊ËÕß®“° n ≥ 3 ¥—ßπ—Èπ 5n2 ≥ 3n > 2n ·≈–‡ªìπº≈„Àâ 5n2 › 2n+4 > 0
‡æ√“–©–π—Èπ

∫∑μ—Èß 3  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3 ®–‰¥â«à“ 

°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3
„Àâ

‡°‘¥¢âÕ¢—¥·¬âß°—∫ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫

∫∑μ—Èß 4  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3 ®–‰¥â«à“ 

°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3 æ‘®“√≥“
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∫∑μ—Èß 5  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 3 ®–‰¥â«à“ 

∫∑μ—Èß 6  „Àâ n, k ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n > k ≥ 1 ·≈â« 

∫∑μ—Èß 7  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 6 ®–‰¥â«à“ 

∫∑μ—Èß 8  „Àâ n, k ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n > k ≥ 1 ®–‰¥â«à“ 

∫∑μ—Èß 9  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 5 ®–‰¥â«à“ 

À¡“¬‡Àμÿ  °“√æ‘ Ÿ®πå∫∑μ—Èß 5 ∫∑μ—Èß 6 ∫∑μ—Èß 7 ∫∑μ—Èß 8 ·≈–∫∑μ—Èß 9 æ‘ Ÿ®πå‡™àπ‡¥’¬«°—∫∫∑μ—Èß 4

∫∑μ—Èß 10  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 5 ®–‰¥â«à“ 

∫∑μ—Èß 11  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 5 ®–‰¥â«à“ 

∫∑μ—Èß 12  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 5 ·≈â« 

À¡“¬‡Àμÿ °“√æ‘ Ÿ®πå∫∑μ—Èß 10 ∫∑μ—Èß 11 ·≈–∫∑μ—Èß 12 æ‘ Ÿ®πå‚¥¬°“√À“¢âÕ¢—¥·¬âß‡™àπ‡¥’¬«°—∫∫∑μ—Èß 3
∑ƒ…Æ’∫∑ 2  ”À√—∫·μà≈–®”π«ππ—∫ n ‚¥¬∑’Ë n ≥ 7 ‰¥â«à“°√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª GP(n, 3) ‡ªìπ
°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà
°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 7 GP(n, 3) ‡ªìπ°√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª
°”Àπ¥ u0,u1,Ç,un-1 ‡ªìπ®ÿ¥¬Õ¥∑’ËÕ¬Ÿà∫π«—Ø®—°√¥â“ππÕ°¢Õß°√“ø GP(n, 3)

v0,v1,Ç,vn-1 ‡ªìπ®ÿ¥¬Õ¥∑’ËÕ¬Ÿà∫π«—Ø®—°√¥â“π„π¢Õß°√“ø GP(n, 3)

· ¥ß‰¥â¥—ßπ’È



SWU Sci. J. Vol. 33 No. 2 (2017)204

√Ÿª∑’Ë 7 °√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª GP(n, 3)

„Àâ f : V  {1, 2, 3, Ç, 2n} °”Àπ¥‚¥¬

‰¥â«à“ f ‡ªìπøíß°å™—πÀπ÷ËßμàÕÀπ÷Ëß®“° V ‰ª∑—Ë«∂÷ß {1, 2, 3, Ç, 2n}
π—Ëπ§◊Õ f ‡ªìπ°“√°”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥¢Õß°√“ø GP(n, 3)
„Àâ f c: E   ‡ªìπ°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥¢Õß°√“ø GP(n, 3) °”Àπ¥‚¥¬

u0 u1 

u2 

u3 

ui ui+1 

un-2 

un-1 
v0 v1 

v2 

v3 
vi 

vi+1 

vn-2 

vn-1 
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®“°°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥¢â“ßμâπ  “¡“√∂π”§à“∑’Ë‰¥â¡“‡¢’¬π‡√’¬ß≈”¥—∫‰¥â ¥—ßπ’È
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æ∫«à“   “¡“√∂®—¥√Ÿª„À¡à‰¥â §◊Õ

 “¡“√∂‡√’¬ß≈”¥—∫°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥‰¥â §◊Õ

‚¥¬∫∑μ—Èß 1 ·≈– ∫∑μ—Èß 8 ‰¥â«à“

‚¥¬∫∑μ—Èß 2 ∫∑μ—Èß 3 ∫∑μ—Èß 4 ∫∑μ—Èß 6 ·≈–∫∑μ—Èß 8 ‰¥â«à“

‚¥¬∫∑μ—Èß 5 ∫∑μ—Èß 6 ·≈–∫∑μ—Èß 7 ‰¥â«à“

‚¥¬∫∑μ—Èß 9 ∫∑μ—Èß 10 ∫∑μ—Èß 11 ·≈–∫∑μ—Èß 12 ‰¥â«à“

´÷Ëß 

¥—ßπ—Èπ f c ‡ªìπøíß°å™—πÀπ÷ËßμàÕÀπ÷Ëß π—Ëπ§◊Õ f c ‡ªìπ°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥∑’Ë‡À¡“– ¡
¥—ßπ—Èπ °√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª °√≥’ GP(n, 3) ‡¡◊ËÕ n ‡ªìπ®”π«ππ—∫∑’Ë n ≥ 7 ‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà
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√Ÿª∑’Ë 8 °“√°”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥∑’Ë∑”„Àâ GP(7, 3) ‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà

2.  °√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ
∫∑π‘¬“¡ 10 [6] „Àâ g,l ‡ªìπ®”π«ππ—∫ °√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ (lollipop graph) ‡ªìπ°√“ø∑’Ë‡°‘¥®“°°“√‡™◊ËÕ¡
°—π¢Õß°√“ø∫√‘∫Ÿ√≥å Kg ·≈–«‘∂’ Pl ¥â«¬‡ âπμ—¥ 1 ‡ âπ ‡¢’¬π·∑π¥â«¬ —≠≈—°…≥å Hg, l

√Ÿª∑’Ë 9 °√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ H4, 4

°“√»÷°…“§√—Èßπ’È®–· ¥ß«à“ °√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ Hg, l ‡¡◊ËÕ g, l ‡ªìπ®”π«ππ—∫ ‚¥¬∑’Ë 3 ≤ g ≤ 6 ·≈–
g › 1 ≤ l ‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà ‚¥¬Õ“»—¬∫∑μ—Èßμà“ßÊ ¥—ßμàÕ‰ªπ’È

∫∑μ—Èß 13  „Àâ g,l ‡ªìπ®”π«ππ—∫ ∑’Ë 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ l ®–‰¥â«à“ 

°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ g,l ‡ªìπ®”π«ππ—∫ ∑’Ë 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ l

æ‘®“√≥“

‡π◊ËÕß®“° l + 1 ≥ g ¥—ßπ—Èπ 2l + 2 ≥ 2g ·≈–‡ªìπº≈„Àâ 3l + 6 > 2g

‡æ√“–©–π—Èπ

 
  

u1 u2 u3 u4 v1 

v2 

v3 

v4 

 

1

2

3

45

6 

7 

8

9 

10 

1112

14

13 
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∫∑μ—Èß 14  „Àâ g,l ‡ªìπ®”π«ππ—∫ ∑’Ë 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ l ®–‰¥â«à“ 

°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ g,l ‡ªìπ®”π«ππ—∫ ∑’Ë 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ l

æ‘®“√≥“

‡π◊ËÕß®“° 3 ≤ g ≤ 6 ¥—ßπ—Èπ 3I ≤ gI ≤ 6I ·≈–‡ªìπº≈„Àâ 6I › gI ≥ 0

·≈–®“° I ≥ g › 1 ¥—ßπ—Èπ I2 ≥ (g › 1)2 = g2 › 2g + 1 ·≈–‡ªìπº≈„Àâ I2 + 2g › 1 › g2 ≥ 0

‡æ√“–©–π—Èπ

∫∑μ—Èß 15  „Àâ g,I ‡ªìπ®”π«ππ—∫ ∑’Ë 5 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ I ®–‰¥â«à“ 

°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ g,I ‡ªìπ®”π«ππ—∫ ∑’Ë 5 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ I

æ‘®“√≥“
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‡π◊ËÕß®“° 5 ≤ g ≤ 6 ¥—ßπ—Èπ 5I2 ≤ gI2 ≤ 6I2 ·≈–‡ªìπº≈„Àâ 6I2 › gI2 ≥ 0

®“° g › 1 ≤  I ¥—ßπ—Èπ I3 ≥ (g › 1)3 = g3 › 3g2 + 3g › 1 ·≈–‡ªìπº≈„Àâ I3 + 3g2
 › 3g + 1 › g3

 ≥ 0

®“° 5 ≤ g ≤ 6 ¥—ßπ—Èπ 10g ≤ 2g2
 ≤ 12g ·≈–‡ªìπº≈„Àâ 12g › 2g2

 ≥ 0

®“° g › 1 ≤  I  ¥—ßπ—Èπ 5I + 5 ≥ 5g ·≈– 5I + 5 + 7g ≥ 5g + 7g ≥ 2g2 ‡ªìπº≈„Àâ 5I + 5 + 7g › 2g2
 ≥ 0

·≈–¥—ßπ—Èπ 5I2 + 5I + 7gI › 2g2I ≥ 0

‡æ√“–©–π—Èπ

∫∑μ—Èß 16  „Àâ g,I ‡ªìπ®”π«ππ—∫ ∑’Ë 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ 1 ®–‰¥â«à“ 

°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ g,I ‡ªìπ®”π«ππ—∫ ∑’Ë 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ 1

æ‘®“√≥“
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∑ƒ…Æ’∫∑ 3   ”À√—∫·μà≈–®”π«ππ—∫ g,I ∑’Ë 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ 1 °√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ Hg,l ‡ªìπ°√“ø
°“√®—¥À¡Ÿà
°“√æ‘ Ÿ®πå  „Àâ Hg,l ‚¥¬ 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ 1 ‡ªìπ°√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ∑’Ëª√–°Õ∫‰ª¥â«¬°√“ø∫√‘∫Ÿ√≥å Kg

·≈–«‘∂’ Pl
°”Àπ¥ u1, u2,..., ul ‡ªìπ®ÿ¥¬Õ¥∑’ËÕ¬Ÿà∫π«‘∂’ Pl ‚¥¬ u1 §◊Õ®ÿ¥ª≈“¬¢Õß°√“ø ·≈– ui +1 ª√–™‘¥°—∫ ui
‚¥¬ 1 ≤ i ≤ l

v1, v2,..., vg ‡ªìπ®ÿ¥¬Õ¥∑’ËÕ¬Ÿà∫π°√“ø Kg ‚¥¬ v1 §◊Õ®ÿ¥¬Õ¥∑’Ëª√–™‘¥°—∫®ÿ¥¬Õ¥ ul ·≈– vi +1

ª√–™‘¥°—∫ vi ‚¥¬ 1 ≤ i ≤ g

· ¥ß‰¥â¥—ßπ’È

√Ÿª∑’Ë 10 °√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ Hg, l

„Àâ f : V  {1, 2, 3, Ç, g + I } °”Àπ¥‚¥¬

‰¥â«à“ f  ‡ªìπøíß°å™—πÀπ÷ËßμàÕÀπ÷Ëß®“° V ‰ª∑—Ë«∂÷ß {1, 2, 3, Ç, g + l}
π—Ëπ§◊Õ f  ‡ªìπ°“√°”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥¢Õß°√“ø Hg, l
„Àâ f c: E  N (‡ªìπ°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥¢Õß°√“ø Hg, l °”Àπ¥‚¥¬

u1 u2 u3 ui ui+1 ul 

v1 

v2 v3 

vi 

vi+1 vg 
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®“°°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥¢â“ßμâπ  “¡“√∂π”§à“∑’Ë‰¥â¡“‡¢’¬π‡√’¬ß≈”¥—∫‰¥â ¥—ßπ’È

æ∫«à“   “¡“√∂®—¥√Ÿª„À¡à‰¥â §◊Õ

 “¡“√∂‡√’¬ß≈”¥—∫°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥ ‚¥¬∫∑μ—Èß 8 ∫∑μ—Èß 13 ∫∑μ—Èß 14 ∫∑μ—Èß 15 ·≈–∫∑μ—Èß 16
‰¥â«à“

‡ªìπ≈”¥—∫‡æ‘Ë¡
¥—ßπ—Èπ f c ‡ªìπøíß°å™—πÀπ÷ËßμàÕÀπ÷Ëß π—Ëπ§◊Õ f c ‡ªìπ°“√°”Àπ¥™◊ËÕ‡™‘ß°“√®—¥∑’Ë‡À¡“– ¡
¥—ßπ—Èπ Hg,l ‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà ‡¡◊ËÕ 3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ 1 ‚¥¬ g,l ‡ªìπ®”π«ππ—∫

√Ÿª∑’Ë 11 °“√°”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥∑’Ë∑”„Àâ H3,4 ·≈– H4,5 ‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà



SWU Sci. J. Vol. 33 No. 2 (2017)212

 √ÿª·≈–«‘®“√≥åº≈°“√∑¥≈Õß
®“°º≈°“√»÷°…“æ∫«à“ °√“øæ’‡μÕ√å‡´π∑—Ë«‰ª GP(n, 3) ·≈– °√“ø≈Õ≈≈‘æÕæ Hg,l ‡¡◊ËÕ

3 ≤ g ≤ 6 ·≈– g › 1 ≤ l ‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡Ÿà ´÷Ëß ”À√—∫ºŸâ∑’Ë π„® “¡“√∂π”·π«§‘¥¢â“ßμâπ‰ªæ‘®“√≥“°√“ø
·∫∫Õ◊Ëπ«à“‡ªìπ°√“ø°“√®—¥À¡ŸàÀ√◊Õ‰¡à À√◊ÕÕ“®»÷°…“«‘∏’°“√°”Àπ¥™◊ËÕ®ÿ¥¬Õ¥·≈–‡ âπ¢Õß°√“ø«‘∏’Õ◊ËπÊ

°‘μμ‘°√√¡ª√–°“»
∫∑§«“¡π’È ‰¥â√—∫°“√ π—∫ πÿπ®“°‚§√ß°“√æ—≤π“·≈– àß‡ √‘¡ºŸâ¡’§«“¡ “¡“√∂æ‘‡»…∑“ß

«‘∑¬“»“ μ√å·≈–‡∑§‚π‚≈¬’ (æ «∑.) »Ÿπ¬å¡À“«‘∑¬“≈—¬‡™’¬ß„À¡à
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