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The Properties of Euler Line of Archimedesû Triangle

Pinyo Manoosilp1

ABSTRACT

The purposes of this article were to study the properties of Euler Line of Archimedesû
Triangle and the relationship of the circumcenter, centroid and orthocenter of Archimedesû
triangle. The results are : The circumcenter, centroid and orthocenter of Archimedesû triangle are
collinear and the circumcenter, centroid and orthocenter of Archimedesû triangle are covariated
with the distance of the circumcenter to orthocenter is 3 times as distance of the circumcenter
to centroid, the distance from the centroid to orthocenter is 2/3 times as distance of the
circumcenter to orthocenter and the distance of the centroid to orthocenter is twice times as
distance of the circumcenter to centroid.
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∫∑π”
‡≈ÕÕπŒ“√å¥ ÕÕ¬‡≈Õ√å (Leonhard Euler : 1707-1783) π—°§≥‘μ»“ μ√å™“« «‘μ‡´Õ√å·≈π¥å

∂◊Õ‡ªìπ∫ÿ§§≈∑’Ë¡’™◊ËÕ‡ ’¬ß·≈–¡’º≈ß“π∑’Ë ”§—≠·≈–¡’§ÿ≥§à“μàÕ«ß°“√§≥‘μ»“ μ√å‰«â¡“°¡“¬ Àπ÷Ëß„πº≈ß“π
∑’Ë‰¥â√—∫°“√°≈à“«∂÷ß§◊Õ°“√»÷°…“‡°’Ë¬«°—∫ ‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å (Euler Line) ÷́Ëß‡ªìπ‡ âπ∑’Ë≈“°ºà“π ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß
«ß≈âÕ¡ (circumcenter) ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å (centroid) ·≈– ®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å (orthocenter) ¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ [5]

√Ÿª∑’Ë 1 ‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å

®ÿ¥ C ‡ªìπ ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡ (√Ÿª∑’Ë 1(a)) ®ÿ¥ M ‡ªìπ ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å (√Ÿª∑’Ë 1(b)) ®ÿ¥ O
‡ªìπ ®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å (√Ÿª∑’Ë 1(c)) ¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ PQR ·≈– ‡ âπμ√ß∑’Ë≈“°ºà“π ®ÿ¥ C ®ÿ¥ M ·≈–
®ÿ¥ O §◊Õ ‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å (√Ÿª∑’Ë 1(d))

π—°§≥‘μ»“ μ√å„π¬ÿ§μàÕ¡“À≈“¬∑à“π‰¥â· ¥ß°“√æ‘ Ÿ®πå ¡∫—μ‘°“√Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π∫π
‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å¢Õß®ÿ¥∑—Èß “¡Õ¬à“ß°«â“ß¢«“ß [3] [4] [6] πÕ°®“°π—Èπ¬—ß√«¡∂÷ß‰¥â¡’°“√æ‘ Ÿ®πå„Àâ‡ÀÁπ∂÷ß
§«“¡ —¡æ—π∏å°—π√–À«à“ß®ÿ¥∑—Èß “¡∫π‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√åÕ’°¥â«¬

Õ“√å§‘¡’¥’  (Archimedes : 287-212 ªï °àÕπ§√‘ μå»—°√“™) π—°§≥‘μ»“ μ√å™“«°√’°  √â“ß
‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“´÷Ëß‡ªìπÕ“≥“∫√‘‡«≥∑’Ë∂Ÿ°ªî¥≈âÕ¡¥â«¬‚§âßæ“√“‚∫≈“·≈–§Õ√å¥∑’Ë≈“°‡™◊ËÕ¡®ÿ¥ Õß®ÿ¥´÷Ëß
Õ¬Ÿà∫π‚§âßæ“√“‚∫≈“π—Èπ [2] Õ“√å§‘¡’¥’ ‰¥â √â“ß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ ÷́Ëß¡’≈—°…≥–æ‘‡»…‚¥¬¡’∞“π‡ªìπ§Õ√å¥¢Õß
‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“·≈–¡’¥â“π Õß¥â“π‡ªìπ‡ âπμ√ß∑’Ë —¡º— ‚§âßæ“√“‚∫≈“∑’Ë®ÿ¥ª≈“¬∑—Èß Õß¢Õß§Õ√å¥ ´÷Ëß
μàÕ¡“„π¿“¬À≈—ß∂Ÿ°‡√’¬°«à“ √Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  (Archimedesû Triangle)
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√Ÿª∑’Ë 2 ‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“·≈–√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 

‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ ‡°‘¥®“°‚§âßæ“√“‚∫≈“μ—¥°—∫§Õ√å¥ AB ∑’Ë ®ÿ¥ A ·≈– ®ÿ¥ B
(√Ÿª∑’Ë 2(a)) ‡√’¬° ®ÿ¥ V «à“®ÿ¥¬Õ¥ (vertex) ¢Õß‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ ´÷Ëß‡ªìπ®ÿ¥ —¡º— 
´÷Ëß‡°‘¥®“°‡ âπ —¡º— °—∫‚§âßæ“√“‚∫≈“·≈–¢π“π°—∫§Õ√å¥ AB ‡√’¬° §Õ√å¥ AB «à“ ∞“π (base) ·≈– ‡√’¬°
‡ âπ VE ´÷Ëß≈“°®“°¬Õ¥¡“·∫àß§√÷Ëß∞“π∑’Ë ®ÿ¥ E «à“ ·°π (axis) (√Ÿª∑’Ë 2(b)) „Àâ ®ÿ¥ C ‡ªìπ®ÿ¥μ—¥¢Õß‡ âπ
 —¡º—  Õß‡ âπ∑’Ë —¡º— ‚§âßæ“√“‚∫≈“∑’Ë ®ÿ¥ A ·≈– ®ÿ¥ B ‡√’¬° √Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ ABC «à“ √Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡
¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  (√Ÿª∑’Ë 2(c)) ‚¥¬¡’∞“π AB √à«¡°—π°—∫‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“ ¡’¥â“π AC ·≈– ¥â“π BC ‡ªìπ
‡ âπ —¡º— ‚§âßæ“√“‚∫≈“∑’Ë ®ÿ¥ A ·≈– ®ÿ¥ B ÷́Ëß≈“°μ—¥°—π∑’Ë®ÿ¥ C

‡π◊ËÕß®“°√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ ¡’≈—°…≥–æ‘‡»…´÷Ëß¡’§«“¡·μ°μà“ß®“°√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡‚¥¬
∑—Ë«‰ª °≈à“«§◊Õ‡ªìπ√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡∑’Ë¡’§«“¡ —¡æ—π∏å‡™‘ß‚§√ß √â“ß°—∫‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“ ¥—ßπ—Èπ®÷ß‡ªìπ ‘Ëß
∑’Ëπà“ π„®π”‰ª Ÿà°“√»÷°…“∂÷ß ¡∫—μ‘¢Õß‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å μ≈Õ¥®π§«“¡ —¡æ—π∏å√–À«à“ß®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡
®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å ·≈–®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å ∑’Ë‡°‘¥¢÷Èπ¿“¬„π√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 

‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å
∫∑π‘¬“¡ 1 ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡ (circumcenter) À¡“¬∂÷ß ®ÿ¥μ—¥¢Õß‡ âπμ√ß´÷Ëß·∫àß§√÷Ëß

·≈–μ—Èß©“° (perpendicular bisectors) °—∫¥â“π∑—Èß “¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ [1]
∫∑π‘¬“¡ 2 ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å (centroid) À¡“¬∂÷ß ®ÿ¥μ—¥¢Õß‡ âπ¡—∏¬∞“π (median) ∑—Èß “¡

¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ [1]
∫∑π‘¬“¡ 3 ®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å (orthocenter) À¡“¬∂÷ß ®ÿ¥μ—¥¢Õß‡ âπμ√ß∑’Ë≈“°®“°¡ÿ¡

¬Õ¥¡“μ—Èß©“°°—∫¥â“πμ√ß¢â“¡ (altitude) ∑—Èß “¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ [1]
∫∑π‘¬“¡ 4 ‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å (Euler Line) À¡“¬∂÷ß ‡ âπμ√ß∑’Ë≈“°ºà“π®ÿ¥ “¡®ÿ¥∑’Ë·μ°μà“ß°—π

§◊Õ ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡ ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å·≈–®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ [5]
π—°§≥‘μ»“ μ√å “¡“√∂æ‘ Ÿ®πå‰¥â«à“ ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡ ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å·≈–®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å

¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπ‡¥’¬«°—π∫π‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å ‚¥¬„™â ¡∫—μ‘§«“¡§≈â“¬¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡´÷Ëß‡ªìπ
«‘∏’°“√∑’Ë‰¡à´—∫´âÕπ·μà‰¥âº≈°“√æ‘ Ÿ®πå∑’Ë ¡∫Ÿ√≥å
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‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ ·≈–√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 
∫∑π‘¬“¡ 5 ‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  (Archimedesû Parabolic Segment)

À¡“¬∂÷ß Õ“≥“∫√‘‡«≥∑’Ë∂Ÿ°ªî¥≈âÕ¡¥â«¬‚§âßæ“√“‚∫≈“·≈–§Õ√å¥∑’Ë≈“°‡™◊ËÕ¡®ÿ¥ Õß®ÿ¥´÷ËßÕ¬Ÿà∫π‚§âßæ“√“‚∫≈“π—Èπ
∫∑π‘¬“¡ 6 √Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  (Archimedesû Triangle) À¡“¬∂÷ß √Ÿª

 “¡‡À≈’Ë¬¡∑’Ë¡’∞“π‡ªìπ§Õ√å¥¢Õß‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ ·≈–¡’¥â“π Õß¥â“π‡ªìπ‡ âπμ√ß∑’Ë —¡º— 
‚§âßæ“√“‚∫≈“∑’Ë®ÿ¥ª≈“¬∑—Èß Õß¢Õß§Õ√å¥

∑ƒ…Æ’∫∑¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  (The Archimedesû Proposition)  ”À√—∫‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“¢Õß
Õ“√å§‘¡’¥’ „¥Ê ∂â“≈“°‡ âπμ√ß®“°®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß∞“πºà“π®ÿ¥¬Õ¥‰ªμ—¥°—∫‡ âπ —¡º— ‚§âßæ“√“‚∫≈“ ÷́Ëß¡’®ÿ¥ª≈“¬
¢Õß∞“π‡ªìπ®ÿ¥ —¡º— ·≈â«√–¬–®“°®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß∞“π∂÷ß®ÿ¥¬Õ¥®–‡∑à“°—∫√–¬–®“°®ÿ¥¬Õ¥∂÷ß®ÿ¥μ—¥

‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“ PVQ ‡°‘¥®“° ‡ âπμ√ß y = mx + c μ—¥°—∫ ‚§âßæ“√“‚∫≈“ y = ax2 ∑’Ë ®ÿ¥ P
·≈– ®ÿ¥ Q ‚¥¬¡’ ‡ âπμ√ß y = mx + b ¢π“π°—∫ ∞“π PQ ·≈– —¡º— ‚§âßæ“√“‚∫≈“∑’Ë ®ÿ¥¬Õ¥ V „Àâ S ‡ªìπ
®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß¢Õß ∞“π PQ ·≈– ‡ âπμ√ß SV ‡ªìπ·°π¢Õß‡´°‡¡πμåæ“√“‚∫≈“ PVQ ≈“°μàÕ‡ âπμ√ß SV
‰ª∑“ß®ÿ¥ V æ∫‡ âπ —¡º— ‚§âßæ“√“‚∫≈“´÷Ëß≈“°¡“®“° ®ÿ¥ —¡º—  Q ∑’Ë®ÿ¥ R

√Ÿª∑’Ë 3 · ¥ß°“√æ‘ Ÿ®πåª√–æ®πå¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 

μâÕß°“√æ‘ Ÿ®πå«à“  VS = VR
°“√æ‘ Ÿ®πå

‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥ P ·≈– ®ÿ¥ Q ‡ªìπ®ÿ¥μ—¥¢Õß æ“√“‚∫≈“ y = ax2 ·≈– ‡ âπμ√ß y = mx + c

®–‰¥â æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ Q §◊Õ 

æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ P §◊Õ 

‡æ√“–«à“ ®ÿ¥ S ‡ªìπ®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß¢Õß ∞“π PQ ¥—ßπ—Èπ æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ S §◊Õ 

‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥ S ·≈– ®ÿ¥ V Õ¬Ÿà∫π‡ âπμ√ß  
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·≈– ‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥ V ‡ªìπ®ÿ¥∑’Ë ‡ âπμ√ß y = mx + b  —¡º— °—∫æ“√“‚∫≈“ y = ax2

®–‰¥â æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ V §◊Õ ..................(1)

‡æ√“–«à“ ‡ âπμ√ß QR ‡ªìπ‡ âπ —¡º— °—∫ æ“√“‚∫≈“ y = ax2 ∑’Ë ®ÿ¥ Q

®–‰¥â«à“ §«“¡™—π¢Õß ‡ âπ —¡º—  QR §◊Õ y′ = 2ax

¥—ßπ—Èπ  ¡°“√¢Õß ‡ âπ —¡º—  QR §◊Õ

‡π◊ËÕß®“°  ¡°“√¢Õß ‡ âπμ√ß SR §◊Õ x =  ¥—ßπ—Èπ §à“ y ¢Õß ®ÿ¥ R §◊Õ

®–‰¥â«à“ æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ R §◊Õ 

 ¡¡ÿμ‘„Àâ ®ÿ¥  ‡ªìπ®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß¢Õß ‡ âπμ√ß SR

‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥ª≈“¬¢Õß ‡ âπμ√ß SR Õ¬Ÿà∑’Ë ®ÿ¥ S  ·≈– ®ÿ¥ R 

®–‰¥â æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥  §◊Õ 

¥—ßπ—Èπ ®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß¢Õß ‡ âπμ√ß SR Õ¬Ÿà∑’Ë ®ÿ¥  ..................(2)

®–‡ÀÁπ«à“ (1) = (2) · ¥ß«à“ ®ÿ¥ V ·≈– ®ÿ¥  §◊Õ ®ÿ¥‡¥’¬«°—π ¥—ßπ—Èπ ®ÿ¥ V §◊Õ ®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß
¢Õß‡ âπμ√ß SR π—Ëπ§◊Õ VS = VR

(°√≥’ ‡ âπμ√ß PR  —¡º— ‚§âßæ“√“‚∫≈“∑’Ë ®ÿ¥ P °Áæ‘ Ÿ®πå‰¥â„π∑”πÕß‡¥’¬«°—π)

º≈®“°°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  ®–æ∫«à“ ‡ âπ —¡º— ∑’Ë≈“°®“° ®ÿ¥ P ·≈– ®ÿ¥ Q
√«¡∑—Èß‡ âπμ√ß∑’Ë≈“°®“°®ÿ¥ S ÷́Ëß‡ªìπ®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß¢Õß§Õ√å¥ PQ ¥—¥°—π∑’Ë ®ÿ¥ R ·≈– ‡√’¬°√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡
PQR «à“ √Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 
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æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 
‡ âπμ√ß y = mx + c μ—¥‚§âßæ“√“‚∫≈“ y = ax2 ∑’Ë ®ÿ¥ P ·≈– ®ÿ¥ Q ‚¥¬∑’Ë‡ âπμ√ß PR

·≈– ‡ âπμ√ß QR ´÷Ëß‡ªìπ‡ âπ —¡º— ‚§âßæ“√“‚∫≈“∑’Ë ®ÿ¥ P ·≈– ®ÿ¥ Q μ—¥°—π∑’Ë ®ÿ¥ R ∑”„Àâ‡°‘¥√Ÿª
 “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  PQR ´÷Ëß¡’ §Õ√å¥ PQ ‡ªìπ∞“π ¡’ ®ÿ¥ R ‡ªìπ®ÿ¥¬Õ¥ ‚¥¬¡’ ®ÿ¥ C ‡ªìπ
®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ ®ÿ¥ S ®ÿ¥ U ·≈– ®ÿ¥ V ‡ªìπ®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß¢Õß¥â“π PQ ¥â“π QR ·≈–
¥â“π PR μ“¡≈”¥—∫

√Ÿª∑’Ë 4 ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 

μâÕß°“√À“  æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 

«‘∏’°“√
„Àâ‡ âπμ√ß HV ·∫àß§√÷Ëß·≈–μ—Èß©“°°—∫ ¥â“π PR ∑’Ë®ÿ¥ V ·≈– ‡ âπμ√ß JU ·∫àß§√÷Ëß·≈–

μ—Èß©“°°—∫¥â“π QR ∑’Ë®ÿ¥ U ®“°°“√æ‘ Ÿ®πå∑ƒ…Æ’∫∑¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ ∑”„Àâ∑√“∫«à“

æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ Q §◊Õ 

æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ P §◊Õ 

æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ R §◊Õ 
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°“√À“æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ V ´÷Ëß‡ªìπ®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß¢Õß ¥â“π PR

¥—ßπ—Èπ æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ V §◊Õ ..................(3)

°“√À“§«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß PR

‡π◊ËÕß®“° æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ P §◊Õ 

æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ R §◊Õ 

°“√À“§«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß HV
‡π◊ËÕß®“° ‡ âπμ√ß HV μ—Èß©“°°—∫ ‡ âπμ√ß PR

®–‰¥â §«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß ..................(4)



«“√ “√«‘∑¬“»“ μ√å ¡»« ªï∑’Ë 32 ©∫—∫∑’Ë 1 (2559) 91

°“√À“ ¡°“√¢Õß ‡ âπμ√ß HV
®“° (1) ·≈– (2) ®–‰¥â  ¡°“√‡ âπμ√ß HV ¥—ßπ’È

       ..................(5)

°“√À“æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ U ´÷Ëß‡ªìπ®ÿ¥°÷Ëß°≈“ß¢Õß ¥â“π QR

¥—ßπ—Èπ æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ U §◊Õ ..................(6)

°“√À“§«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß QR

‡π◊ËÕß®“° æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ P §◊Õ 

·≈– ®ÿ¥ R §◊Õ 

®–‰¥â §«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß QR
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°“√À“§«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß JU
‡π◊ËÕß®“° ‡ âπμ√ß JU μ—Èß©“°°—∫ ‡ âπμ√ß QR

®–‰¥â §«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß ..................(7)

°“√À“ ¡°“√¢Õß ‡ âπμ√ß JU
®“° (4) ·≈– (5) ®–‰¥â  ¡°“√‡ âπμ√ß JU ¥—ßπ’È

              

°“√À“æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ C ÷́Ëß‡ªìπ®ÿ¥μ—¥¢Õß ‡ âπμ√ß HV ·≈– ‡ âπμ√ß JU
æ‘®“√≥“ (5) ·≈– (8) ÷́Ëß‡ªìπ ¡°“√¢Õß ‡ âπμ√ß HV ·≈– ‡ âπμ√ß JU μ“¡≈”¥—∫

              

º≈®“° (8)-(5) ®–‰¥â

·∑π§à“ x „π (5) ®–‰¥â

®–‰¥â æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ C §◊Õ 

π—Ëπ§◊Õ æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ

..................(8)

..................(5)

..................(8)
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æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 
√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  PQR ‡°‘¥®“°‡ âπμ√ß y = mx + c μ—¥‚§âßæ“√“‚∫≈“ y = ax2 ∑’Ë ®ÿ¥

P ·≈– ®ÿ¥ Q ‚¥¬¡’ §Õ√å¥ PQ ‡ªìπ∞“π ·≈– ®ÿ¥ R ‡ªìπ®ÿ¥¬Õ¥ ®ÿ¥ M ‡ªìπ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å¢Õß√Ÿª
 “¡‡À≈’Ë¬¡∑’Ë‡°‘¥®“°°“√μ—¥°—π¢Õß‡ âπμ√ß PU ‡ âπμ√ß RS ·≈– ‡ âπμ√ß QV ´÷Ëß‡ªìπ‡ âπ¡—∏¬∞“π
∑—Èß “¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡ PQR

√Ÿª∑’Ë 5 ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 

μâÕß°“√À“  æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 
«‘∏’°“√

°“√À“æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥ M ÷́Ëß‡ªìπ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  PQR
®“°æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ Q ®ÿ¥ P ·≈– æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ R ®“°∑ƒ…Æ’∫∑¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  ®–‰¥â«à“

®–‰¥â æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ M §◊Õ 

π—Ëπ§◊Õ æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ 
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æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 
√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  PQR ‡°‘¥®“°‡ âπμ√ß y = mx + c μ—¥‚§âßæ“√“‚∫≈“ y = ax2

∑’Ë ®ÿ¥ P ·≈– ®ÿ¥ Q ‚¥¬¡’ §Õ√å¥ PQ ‡ªìπ∞“π ·≈– ®ÿ¥ R ‡ªìπ®ÿ¥¬Õ¥ ®ÿ¥ O ‡ªìπ®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å
¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡∑’Ë‡°‘¥®“°°“√μ—¥°—π¢Õß‡ âπμ√ß PK ‡ âπμ√ß QL ·≈– ‡ âπμ√ß RT ÷́Ëß‡ªìπ‡ âπ∑’Ë≈“°
®“°¡ÿ¡¬Õ¥¡“μ—Èß©“°°—∫∞“π∑’Ë®ÿ¥ K ®ÿ¥ L ·≈– ®ÿ¥ T μ“¡≈”¥—∫

√Ÿª∑’Ë 6 ®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 

μâÕß°“√À“ æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 
«‘∏’°“√

°“√À“ ¡°“√¢Õß‡ âπμ√ß PK
‡π◊ËÕß®“°§«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß QR ‡∑à“°—∫  ·≈– ‡ âπμ√ß QR μ—Èß©“°°—∫

‡ âπμ√ß PK

¥—ßπ—Èπ §«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß PK ‡∑à“°—∫ 

‡π◊ËÕß®“° æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ P §◊Õ 

®–‰¥â  ¡°“√¢Õß‡ âπμ√ß PK §◊Õ

°“√À“ ¡°“√¢Õß‡ âπμ√ß QL
‡π◊ËÕß®“° §«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß PR ‡∑à“°—∫  ·≈– ‡ âπμ√ß PR μ—Èß©“°°—∫

‡ âπμ√ß QL

................(9)
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¥—ßπ—Èπ §«“¡™—π¢Õß ‡ âπμ√ß QL ‡∑à“°—∫  

‡π◊ËÕß®“° æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥– Q §◊Õ  

®–‰¥â  ¡°“√¢Õß‡ âπμ√ß QL §◊Õ

              

°“√À“æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ O ´÷Ëß‡ªìπ®ÿ¥μ—¥¢Õß ‡ âπμ√ß PK ·≈– ‡ âπμ√ß QL
æ‘®“√≥“ (9) ·≈– (10) ÷́Ëß‡ªìπ ¡°“√¢Õß ‡ âπμ√ß HV ·≈– ‡ âπμ√ß JU μ“¡≈”¥—∫

                 

º≈®“° (10)-(9) ®–‰¥â

·∑π§à“ x „π (10) ®–‰¥â

..................(10)

.............(9)

...........(10)
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®–‰¥â æ‘°—¥¢Õß ®ÿ¥ O §◊Õ 

π—Ëπ§◊Õ æ‘°—¥¢Õß®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ

 ¡∫—μ‘¢Õß‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 
ÕÕ¬‡≈Õ√å °≈à“«∂÷ß ¡∫—μ‘¢Õß‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡‰«â«à“ ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡ ®ÿ¥

‡´π∑√Õ¬¥å·≈–®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπ‡¥’¬«°—π (collinearity) ∫π‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å
°“√μ√«® Õ∫ ¡∫—μ‘¢Õß‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 
√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  PQR ‡°‘¥®“°‡ âπμ√ß y = mx + c μ—¥‚§âßæ“√“‚∫≈“ y = ax2

‚¥¬¡’ ®ÿ¥ C ®ÿ¥ M ·≈–®ÿ¥ O ‡ªìπ ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡ ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å·≈–®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√åμ“¡≈”¥—∫
·≈– ‡ âπμ√ß L ‡ªìπ‡ âπμ√ß∑’Ë≈“°ºà“π ®ÿ¥ C ·≈– ®ÿ¥ O

 √Ÿª∑’Ë 7 °“√μ√«® Õ∫ ¡∫—μ‘¢Õß‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ 

μâÕß°“√æ‘ Ÿ®πå«à“ ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡ ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å·≈–®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢Õß
Õ“√å§‘¡’¥’  Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π∫π‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å

«‘∏’æ‘ Ÿ®πå

‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ 

®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ 

®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ 
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°“√À“§«“¡™—π¢Õß‡ âπμ√ß CO À√◊Õ ‡ âπμ√ß L

°“√À“§«“¡™—π¢Õß‡ âπμ√ß CM

§«“¡™—π¢Õß‡ âπμ√ß CM

®“° (11) ·≈– (12) æ∫«à“ ‡ âπμ√ß L ·≈– ‡ âπμ√ß CM ¡’§«“¡™—π‡∑à“°—π · ¥ß«à“‡ âπμ√ß L °—∫ ‡ âπμ√ß
CM ¢π“π°—πÀ√◊Õ‡ªìπ‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π ·μà‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥ C ‡ªìπ®ÿ¥√à«¡¢Õß‡ âπμ√ß∑—Èß Õß ¥—ßπ—Èπ °≈à“«‰¥â«à“
‡ âπμ√ß L ·≈– ‡ âπμ√ß CM ‡ªìπ‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π ..................(13)

..................(11)

..................(12)
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°“√À“§«“¡™—π¢Õß‡ âπμ√ß MO

§«“¡™—π¢Õß‡ âπμ√ß MO

®“° (11) ·≈– (14) æ∫«à“ ‡ âπμ√ß L ·≈– ‡ âπμ√ß MO ¡’§«“¡™—π‡∑à“°—π · ¥ß«à“‡ âπμ√ß
L °—∫ ‡ âπμ√ß MO ¢π“π°—πÀ√◊Õ‡ªìπ‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π ·μà‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥ O ‡ªìπ®ÿ¥√à«¡¢Õß‡ âπμ√ß
∑—Èß Õß ¥—ßπ—Èπ °≈à“«‰¥â«à“ ‡ âπμ√ß L ·≈– ‡ âπμ√ß MO ‡ªìπ‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π ..................(15)

®“° (13) ·≈– (15) · ¥ß«à“ ‡ âπμ√ß L ‡ âπμ√ß CM ·≈– ‡ âπμ√ß MO ‡ªìπ‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π
¥—ßπ—Èπ ®ÿ¥ C ®ÿ¥ M ·≈– ®ÿ¥ O Õ¬Ÿà√à«¡°—π∫π‡ âπμ√ß L ‚¥¬¡’‡ âπμ√ß L ‡ªìπ‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å π—Ëπ§◊Õ ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß
«ß≈âÕ¡ ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å·≈–®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ Õ¬Ÿà√à«¡‡ âπμ√ß‡¥’¬«°—π
∫π‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å

√–¬–∑“ß√–À«à“ß®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡ ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å·≈–®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª
 “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ ∫π‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å

√–¬–∑“ß®“°®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡∂÷ß®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å

‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ

®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ 

Àπà«¬

..................(14)

..................(16)
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√–¬–∑“ß®“°®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡∂÷ß®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å

‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ 

®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ 

Àπà«¬

√–¬–∑“ß®“°®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å∂÷ß®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å

‡π◊ËÕß®“° ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ 

®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’  §◊Õ 

 Àπà«¬

§«“¡ —¡æ—π∏å√–À«à“ß®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡ ®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å·≈–®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¢Õß
√Ÿª “¡‡À≈’Ë¬¡¢ÕßÕ“√å§‘¡’¥’ ∫π‡ âπÕÕ¬‡≈Õ√å

Õ—μ√“ à«π¢Õß√–¬–∑“ß®“°®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡∂÷ß®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√åμàÕ√–¬–∑“ß®“°

®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡∂÷ß®ÿ¥‡´π∑√Õ¬¥å
®“° (16) ·≈– (17)

..................(17)

..................(18)
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π—Ëπ§◊Õ √–¬–∑“ß®“°®ÿ¥»Ÿπ¬å°≈“ß«ß≈âÕ¡∂÷ß®ÿ¥ÕÕ√å‚∑‡´π‡μÕ√å¬“«‡ªìπ “¡‡∑à“¢Õß√–¬–∑“ß
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