
∫∑§«“¡«‘®—¬

°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå
‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler

 ”À√—∫π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’

∑√√»π’¬å √—µπ«‘®‘µ√*  “¬—≥Àå ‚ ∏–‚√ ∏πŸ™—¬ ¿ŸÕÿ¥¡ ·≈– ™ÿµ‘«√√≥ ‡æÁ≠‡æ’¬√

∫∑§—¥¬àÕ

„π°“√®—¥°“√‡√’¬π°“√ Õπ«‘™“·§≈§Ÿ≈— √–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’π—Èπ ®“°°“√ÕÕ°·∫∫ Õ∫∂“¡ æ∫
«à“°“√ª√–¬ÿ°µå¢ÕßÕπÿæ—π∏å‡ªìπ‡π◊ÈÕÀ“Àπ÷Ëß∑’Ëπ‘ ‘µ§‘¥«à“‡ªìπ‡π◊ÈÕÀ“∑’Ë¡’§«“¡¬“°¡“° ‡æ√“–π‘ ‘µ¡Õß‰¡à‡ÀÁπ
¿“æ¢Õß°“√‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß¢Õßµ—«·ª√ Õßµ—«‡∑’¬∫°—∫‡«≈“ ∑”„Àâ‰¡à “¡“√∂‡¢’¬π§«“¡ —¡æ—π∏å‡æ◊ËÕ √â“ß‡ªìπ
 ¡°“√‰¥â ºŸâ«‘®—¬®÷ßÀ“«‘∏’∑’Ë®–™à«¬·°âªí≠À“∑’Ë‡°‘¥¢÷Èπ ÷́Ëß‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ™◊ËÕ C.a.R.  “¡“√∂
 √â“ß°‘®°√√¡‡æ◊ËÕ„ÀâºŸâ‡√’¬π‰¥â ”√«®·π«§‘¥∑’Ë ”§—≠¢Õß‡π◊ÈÕÀ“‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå„™âÕÕ°·∫∫
°‘®°√√¡‡æ◊ËÕ™à«¬„Àâπ‘ ‘µ‰¥â‡ÀÁπ°“√‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß¢Õßµ—«·ª√ Õßµ—«„π‡«≈“‡¥’¬«°—π‰¥â ·≈–‚ª√·°√¡ Euler
¡’§«“¡ “¡“√∂„π°“√ª√–¡«≈º≈‡™‘ß —≠≈—°…≥å ™à«¬ª√–À¬—¥‡«≈“„π°“√§”π«≥ π‘ ‘µ “¡“√∂∑”·∫∫
Ωñ°À—¥‰¥â¡“°¢÷Èπ ‡°‘¥‡ªìπ∑—°…–·≈–§«“¡™”π“≠æ◊Èπ∞“π‡æ◊ËÕ„™â„π°“√‡√’¬π√–¥—∫ ŸßµàÕ‰ª ´÷Ëß∑—Èß Õß
‚ª√·°√¡‡ªìπ‚ª√·°√¡·∫∫ GPL §◊Õ “¡“√∂„™â·≈–‡º¬·æ√à‰¥â‚¥¬‰¡à‡ ’¬§à“≈‘¢ ‘∑∏‘Ï °“√«‘®—¬§√—Èßπ’È¡’
®ÿ¥¡ÿàßÀ¡“¬ (1) ‡æ◊ËÕ»÷°…“º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π¢Õßπ‘ ‘µ „π°“√‡√’¬π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå
(2) ‡æ◊ËÕ»÷°…“§«“¡æ÷ßæÕ„®¢Õßπ‘ ‘µ∑’Ë¡’µàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â
‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler °≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß‡ªìππ‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’ ∑’Ë≈ß∑–‡∫’¬π‡√’¬π√“¬«‘™“
§≥ 111 (§≥‘µ»“ µ√å 1) ª√–®”¿“§‡√’¬π∑’Ë 2 ªï°“√»÷°…“ 2552 ¡À“«‘∑¬“≈—¬»√’π§√‘π∑√«‘‚√≤ °√ÿß‡∑æœ
®”π«π 16 §π ºŸâ«‘®—¬∑¥≈Õß Õπ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß¥â«¬°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå

¿“§«‘™“§≥‘µ»“ µ√å §≥–«‘∑¬“»“ µ√å ¡À“«‘∑¬“≈—¬»√’π§√‘π∑√«‘‚√≤
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‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ‚¥¬∑¥≈Õß 16 §“∫ „πÀâÕß§Õ¡æ‘«‡µÕ√å·≈–ª√–‡¡‘πº≈
°“√‡√’¬π√Ÿâ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå¢Õßπ‘ ‘µ®“°§–·ππ„∫°‘®°√√¡ §–·ππ·∫∫∑¥ Õ∫¬àÕ¬ ·≈–
§–·ππ·∫∫∑¥ Õ∫«—¥º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ·≈–„Àâπ‘ ‘µµÕ∫·∫∫«—¥§«“¡
æ÷ßæÕ„®µàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡
Euler º≈°“√«‘®—¬æ∫«à“ π‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß “¡“√∂ Õ∫ºà“π‡°≥±å‰¥â¡“°°«à“√âÕ¬≈– 70 ¢Õß®”π«ππ‘ ‘µ
∑—ÈßÀ¡¥∑’Ë√–¥—∫π—¬ ”§—≠ .01 ·≈–π‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß¡’§«“¡æ÷ßæÕ„®µàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕß
Õπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler Õ¬Ÿà„π√–¥—∫¡“° ¥—ßπ—Èπ®÷ß √ÿª‰¥â«à“
π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’ ¡’§«“¡ “¡“√∂„π°“√‡√’¬π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ‚¥¬„™â°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√
 Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ∑’ËºŸâ«‘®—¬ √â“ß¢÷Èπ

§” ”§—≠: Õπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ‚ª√·°√¡ C.a.R. ‚ª√·°√¡ Euler
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Instructional Activities on Derivatives and Applications
Using a C.a.R. Software and an Euler Software

for Undergraduate Students

Tasanee Ratanawijitr*, Sayun Sotaro, Thanuchai Pooudom
and Chutiwon Penpean

ABSTRACT

From undergraduate studentsû questionnaires about learning and teaching calculus,
the application of derivatives is considered to be one of the very difficult topics. Relative rate is
one of the concepts that undergraduate students find difficult, making them unable to construct
equations relating the known rate of change of one variable to an unknown rate of change of a
second variable. The researcher found that the dynamics geometry C.a.R. Program could help
students to overcome this difficulty. C.a.R. can create instructional activities which allow the
students to be able to get the important ideas about derivatives and applications by observing the
simultaneous change of two variables. Moreover students could investigate the concept of
derivatives and applications. The Euler program is a Computer Algebra System (CAS) which
saves time in calculations and allows students to do more exercises, enabling them to develop
their basic skills and expertise to be used at more advanced levels. Both programs are general
public licenses (GPLS). The purposes of this study were (1) to determine the effectiveness of
these activities in terms of studentsû achievements, and (2) to evaluate studentsû attitudes toward
instructional activity. The study took place at Srinakharinwirot University in Bangkok during the
second semester of the 2009 academic year in which 16 undergraduate students who were enrolled
in MA 111 (Mathematics 1) participated as subjects. The researcher taught them for a total of 16
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periods in a computer laboratory. Lesson activities, sub-tests, and an achievement test were used
to assess the studentsû performances. To find out their satisfaction with the instructional, a
questionnaire was also given to each student in the experimental group. To pass the instructional,
students had to obtain at least 60% of the total scores, from the lesson activities, sub-tests, and
achievement test. The results showed that more than 70% of the experimental group passed
the instructional at .01 level of significance. This clearly indicates that undergraduate students
benefit from the instructional designed by the researcher. The scores on the questionnaires
showed that on average, the experimental group was satisfied with the instruction received.

Keywords: derivatives and application, C.a.R. program, Euler program
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∫∑π”
·§≈§Ÿ≈— ‡ªìπ«‘™“∑’Ë ”§—≠„π “¢“§≥‘µ»“ µ√å·≈–‡ªìπæ◊Èπ∞“π¢Õß«‘∑¬“°“√„πÀ≈“¬ “¢“ ‡™àπ

øî ‘° å ‡§¡’ ™’««‘∑¬“ ¿Ÿ¡‘»“ µ√å ·≈– “¢“‡»√…∞»“ µ√å ‡ªìπµâπ  ∂“∫—πÕÿ¥¡»÷°…“µà“ßÊ ‡ÀÁπ§«“¡ ”§—≠
¥—ß°≈à“«®÷ß®—¥„Àâ¡’°“√‡√’¬π°“√ Õπ·§≈§Ÿ≈—  ”À√—∫π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’ ¡À“«‘∑¬“≈—¬»√’π§√‘π∑√«‘‚√≤
‡ªìπ ∂“∫—π„π√–¥—∫Õÿ¥¡»÷°…“¢Õß√—∞·ÀàßÀπ÷Ëß´÷Ëß‡ªî¥ Õπ«‘™“·§≈§Ÿ≈— „Àâ°—∫π‘ ‘µÀ≈“¬√À— «‘™“ ‚¥¬√“¬«‘™“
§≥ 111 ™◊ËÕ«‘™“ §≥‘µ»“ µ√å 1 (Mathematics I) ‡ªìπ«‘™“À¡«¥«‘∑¬“»“ µ√å·≈–§≥‘µ»“ µ√åæ◊Èπ∞“π
 ”À√—∫π‘ ‘µ§≥–«‘∑¬“»“ µ√å ´÷Ëß„π§Ÿà¡◊Õ°“√»÷°…“√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’ ªï°“√»÷°…“ 2552 [1] ‰¥â°≈à“«∂÷ß«‘™“
§≥ 111 (§≥‘µ»“ µ√å 1) «à“‡ªìπ«‘™“∑’Ë»÷°…“‡°’Ë¬«°—∫≈‘¡‘µ·≈–§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß Õπÿæ—π∏å ·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå
°“√Õ‘π∑‘‡°√µøíß°å™—πÀπ÷Ëßµ—«·ª√ ´÷Ëß≈â«π‡ªìπ‡π◊ÈÕÀ“¢Õß«‘™“·§≈§Ÿ≈— ∑—Èß ‘Èπ πÕ°®“°π’È¬—ß‰¥â°”Àπ¥„Àâ«‘™“
§≥‘µ»“ µ√å 1 ‡ªìπ∫ÿ√æ«‘™“¢Õß√“¬«‘™“ §≥ 112 (§≥‘µ»“ µ√å 2) ´÷Ëß«‘™“ §≥ 112 ∂Ÿ°®—¥„Àâ‡ªìπ∫ÿ√æ
«‘™“¢ÕßÕ’°À≈“¬«‘™“ ‡™àπ «‘™“§≥‘µ»“ µ√å ”À√—∫øî ‘° å 1 «‘™“§≥‘µ»“ µ√å ”À√—∫«‘∑¬“»“ µ√å 1 «‘™“
Õÿ≥Àæ≈»“ µ√å ·≈–«‘™“§≈◊Ëπ ‡ªìπµâπ ¥—ßπ—Èπ®–‡ÀÁπ«à“«‘™“ §≥ 111 (§≥‘µ»“ µ√å 1) ‡ªìπ«‘™“∑’Ë¡’§«“¡
 ”§—≠·≈–Ωñ°∑—°…–æ◊Èπ∞“π„Àâ°—∫π‘ ‘µ∑’Ë®–»÷°…“«‘™“„π°≈ÿà¡«‘∑¬“»“ µ√å„π√–¥—∫ ŸßµàÕ‰ª ·¡â«à“«‘™“
·§≈§Ÿ≈— ®–‡ªìπ«‘™“∑’Ë¡’§«“¡ ”§—≠¡“°¥—ß°≈à“« ·µà®“°°“√∑’ËºŸâ«‘®—¬‰¥âÕÕ°·∫∫ Õ∫∂“¡π‘ ‘µ§≥–«‘∑¬“»“ µ√å
√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’ ¡À“«‘∑¬“≈—¬»√’π§√‘π∑√«‘‚√≤ ¿“§‡√’¬π∑’Ë 1 ªï°“√»÷°…“ 2551 ®”π«π 50 §π æ∫«à“
 —¥ à«π¢Õßπ‘ ‘µ∑’Ë§‘¥«à“‡π◊ÈÕÀ“°“√ª√–¬ÿ°µå¢ÕßÕπÿæ—π∏å¡’§«“¡¬“°¡“°¡’®”π«π¡“°°«à“√âÕ¬≈– 50 ¢Õß
®”π«ππ‘ ‘µ∑—ÈßÀ¡¥ °“√∑’Ëπ‘ ‘µ§‘¥«à“‡π◊ÈÕÀ“°“√ª√–¬ÿ°µå¢ÕßÕπÿæ—π∏å¡’§«“¡¬“°¡“°π—Èπ ¡’ “‡ÀµÿÀ≈“¬ª√–°“√
°≈à“«§◊Õ  “‡Àµÿª√–°“√∑’ËÀπ÷Ëß‡°‘¥®“°°“√À“Õπÿæ—π∏å¢Õßøíß°å™—π∑’Ë¡’§«“¡ —́∫´âÕπ µâÕß„™â§«“¡√Ÿâ‡√◊ËÕß°Æ≈Ÿ°‚ à́
„π°“√À“Õπÿæ—π∏å Õ“®‡°‘¥°“√º‘¥æ≈“¥„π°“√§”π«≥ √«¡∂÷ßªí≠À“°“√À“√“°¢Õß ¡°“√∑’Ë‰¡à‡ªìπ‡™‘ß‡ âπ
·≈–‰¡à§ÿâπ‡§¬ ´÷Ëß„™â‡«≈“„π°“√§”π«≥§àÕπ¢â“ß¡“°  “‡Àµÿª√–°“√∑’Ë Õß‡°‘¥®“°°“√∑’Ë‡π◊ÈÕÀ“·§≈§Ÿ≈— 
§àÕπ¢â“ß‡ªìππ“¡∏√√¡ π‘ ‘µ¡’ªí≠À“„π°“√π÷°¿“æ (visualization) ‡π◊ËÕß®“°‰¡à‡§¬‰¥â√—∫ª√– ∫°“√≥å  À√◊Õ
‰¡à‡§¬Ωñ°Ωπ°“√ √â“ß¿“æÀ√◊Õ®‘πµπ“°“√¿“æ ªí≠À“∑’Ëæ∫ ‡™àπ „π‡√◊ËÕßÕ—µ√“ —¡æ—∑∏å ‡¡◊ËÕ‡°‘¥°“√
‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß¢Õßµ—«·ª√ Õßµ—«æ√âÕ¡°—π π‘ ‘µ¡Õß‰¡à‡ÀÁπ¿“æ§«“¡ —¡æ—π∏å¢Õß°“√‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß¢Õß
µ—«·ª√ Õßµ—«‡∑’¬∫°—∫‡«≈“ ∑”„Àâ‰¡à “¡“√∂‡¢’¬π§«“¡ —¡æ—π∏å‡æ◊ËÕ √â“ß‡ªìπ ¡°“√‰¥â ´÷Ëß Õ¥§≈âÕß°—∫
§”°≈à“«¢Õß Õÿ∫≈ °≈Õß°√–‚∑° [2] «à“ ¡’‡π◊ÈÕÀ“∑“ß¥â“π§≥‘µ»“ µ√åÕ’°¡“°¡“¬∑’Ë‡ªìπ‡√◊ËÕßπ“¡∏√√¡∑’Ë
π—°‡√’¬π π—°»÷°…“ ¡Õß‰¡à‡ÀÁπ¡‚π∑—»πå ´÷Ëßπà“®–∑”°“√»÷°…“ «‘®—¬ ‡æ◊ËÕ √â“ß ◊ËÕ°“√‡√’¬π°“√ Õπ ‰¥â·°à
‡√¢“§≥‘µ«‘‡§√“–Àå ¿“§µ—¥°√«¬ ·§≈§Ÿ≈—  ‡™àπ øíß°å™—π·≈–§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß Õπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå Õ‘π∑‘‡°√µ
·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ·¡â°√–∑—Ëß‡π◊ÈÕÀ“„π√–¥—∫Õÿ¥¡»÷°…“ ‡ªìπµâπ

®“°ªí≠À“¥—ß°≈à“«π’È ºŸâ«‘®—¬§‘¥«à“·π«∑“ß°“√·°â‰¢ªí≠À“ §◊Õ °“√π”‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫
æ≈«—µ‡¢â“¡“ª√–°Õ∫°“√‡√’¬π°“√ Õπ ´÷ËßºŸâ«‘®—¬‡™◊ËÕ«à“®–™à«¬„Àâπ‘ ‘µ¡’º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π‡√◊ËÕß°“√
ª√–¬ÿ°µå¢ÕßÕπÿæ—π∏å ´÷Ëß‡ªìπ‡π◊ÈÕÀ“ à«πÀπ÷Ëß¢Õß√“¬«‘™“ §≥ 111 (§≥‘µ»“ µ√å 1) ¥’¢÷Èπ ‡æ√“–«à“
‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ ‡ªìπ‚ª√·°√¡∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫°“√ √â“ß√Ÿª‡√¢“§≥‘µ ¡’§«“¡ “¡“√∂„π°“√
 √â“ß√Ÿª‡√¢“§≥‘µ‰¥â‡ ¡◊Õπ°—∫°“√„™â‡ âπµ√ß·≈–«ß‡«’¬π ‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ∂Ÿ°π”¡“„™â„π°“√
‡√’¬π°“√ Õπ§≥‘µ»“ µ√å‚¥¬‡©æ“–„π¥â“π‡√¢“§≥‘µ ‰¡à«à“®–‡ªìπ‡√◊ËÕß°“√·ª≈ß∑“ß‡√¢“§≥‘µ ‡√◊ËÕß§«“¡
‡∑à“°—π∑ÿ°ª√–°“√ œ≈œ ‡π◊ËÕß®“°‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ “¡“√∂ √â“ß√Ÿª‡√¢“§≥‘µ·≈– √â“ß°√“ø‰¥â
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Õ¬à“ß√«¥‡√Á« ·≈–‡πâπ„ÀâºŸâ‡√’¬π¡’ à«π√à«¡„π°“√‡√’¬π√Ÿâ ‡™àπ ºŸâ‡√’¬π‡§≈◊ËÕπ∑’Ë®ÿ¥∫π°√“ø À√◊Õ‡§≈◊ËÕπ¬â“¬
µ”·Àπàß¢Õß√Ÿª‡√¢“§≥‘µ¥â«¬°“√≈“°‡¡“ å ‡æ◊ËÕ ”√«®§à“µà“ßÊ ºŸâ‡√’¬π —ß‡°µ°“√‡§≈◊ËÕπ∑’Ë¢Õß√–¥—∫πÈ”
„π·∑Áß°åπÈ”‡¡◊ËÕ‡«≈“‡ª≈’Ë¬π‰ª®“°°“√· ¥ß¿“æ‡§≈◊ËÕπ‰À« (animation) ¢Õß‚ª√·°√¡ ‡ªìπµâπ ´÷Ëß‡ªìπ
°“√ àß‡ √‘¡„ÀâºŸâ‡√’¬πµ—Èß¢âÕ§“¥°“√≥å·≈–π”‰ª Ÿà°“√§âπæ∫®“°°“√‰¥â≈ß¡◊ÕªØ‘∫—µ‘¥â«¬µπ‡Õß ª√–°Õ∫°—∫¡’
ß“π«‘®—¬´÷Ëßº≈°“√«‘®—¬æ∫«à“°“√π”‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ¡“„™â„π°“√‡√’¬π°“√ Õπ™à«¬„Àâª√– ∫°“√≥å
∑’Ë‡ªìπ√Ÿª∏√√¡·≈–™à«¬æ—≤π“°“√π÷°¿“æ¢ÕßºŸâ‡√’¬π‰¥â ‡™àπ ß“π«‘®—¬¢Õß π—¬π“ ∫ÿ≠ ¡√ [3] ‰¥â‡ª√’¬∫
‡∑’¬∫§«“¡ “¡“√∂¥â“π¡‘µ‘ —¡æ—π∏å¢Õßπ—°‡√’¬π™—Èπ¡—∏¬¡»÷°…“ªï∑’Ë 4 √–À«à“ß°“√ Õπ‚¥¬„™â‚ª√·°√¡
‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ°—∫«‘∏’ Õπµ“¡ª°µ‘ æ∫«à“ π—°‡√’¬π∑’Ë‰¥â√—∫°“√ Õπ‚¥¬„™â‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫
æ≈«—µ¡’§–·ππ§«“¡ “¡“√∂¥â“π¡‘µ‘ —¡æ—π∏å ®“°·∫∫∑¥ Õ∫¥â«¬√Ÿª·∫∫ ấÕπ¿“æ Ÿß°«à“π—°‡√’¬π∑’Ë‡√’¬π
¥â«¬«‘∏’ Õπµ“¡ª°µ‘ ∑—Èßπ’È‡ªìπ‡æ√“–‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ™à«¬„Àâπ—°‡√’¬π‰¥âΩñ°°“√¡Õß°√“ø¢Õß
øíß°å™—π∑’Ë´âÕπÊ °—π„π·°π√–π“∫‡¥’¬«°—π‰¥âÕ¬à“ß –¥«°√«¥‡√Á«‚¥¬‰¡àµâÕß‡ ’¬‡«≈“„π°“√ √â“ß°√“ø¢Õß
øíß°å™—π‡Õß®“°„π°√–¥“… ¥â«¬§«“¡ –¥«°π’È àßº≈„Àâπ—°‡√’¬π‰¥â‡ÀÁπ°√“ø¢Õßøíß°å™—πµà“ßÊ „π√–π“∫
‡¥’¬«°—π‰¥âÀ≈“¬µ—«Õ¬à“ß¡“°¬‘Ëß¢÷Èπ ´÷Ëß‡ªìπ°“√Ωñ°¡Õß¿“æ´âÕπ„π¢≥–‡√’¬π ´÷Ëß Õ¥§≈âÕß°—∫ß“π«‘®—¬¢Õß
∫‘´“ ·≈–´“™“‡√’¬‡¥  [4] ‰¥âÕÕ°·∫∫°“√ Õπ·§≈§Ÿ≈— ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å‚¥¬„™â‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ
™◊ËÕ EucliDraw ‚¥¬∑¥≈Õß°—∫π—°‡√’¬π™—Èπ¡—∏¬¡»÷°…“ªï∑’Ë 6 º≈°“√æ—≤π“∑”„Àâ‰¥â°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√
 Õπ ÷́Ëß™à«¬„Àâπ—°‡√’¬π‡¢â“„®·π«§‘¥¢Õß‡ âπ —¡º— ·≈–Õπÿæ—π∏å‰¥â¥’¢÷Èπ ·≈–®“°°“√»÷°…“‡Õ° “√∑’Ë
‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ™◊ËÕ C.a.R. (Compass and Ruler) æ∫«à“‚ª√·°√¡ C.a.R. ¡’
 ¡∫—µ‘‡∫◊ÈÕßµâπ¢Õß‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µæÕ‡æ’¬ß ·≈–‡ªìπ‚ª√·°√¡ General Public License
(GPL) §◊Õ‡ªìπ‚ª√·°√¡´÷ËßÕπÿ≠“µ„Àâ„™â·≈–‡º¬·æ√à‰¥â‚¥¬‰¡à‡ ’¬§à“≈‘¢ ‘∑∏‘Ï ®ÿ¥‡¥àπ¢Õß‚ª√·°√¡ C.a.R.
§◊Õ “¡“√∂‡µ√’¬¡·∫∫Ωñ°À—¥„ÀâºŸâ‡√’¬π √â“ß ‡™àπ „ÀâºŸâ‡√’¬π √â“ß√—ß ’‡æ◊ËÕ·∫àß§√÷Ëß¡ÿ¡∑’Ë°”Àπ¥„Àâ ºŸâ‡√’¬π
·µà≈–§πÕ“® √â“ß¥â«¬«‘∏’°“√∑’ËÀ≈“°À≈“¬·µ°µà“ß°—π ‚¥¬‚ª√·°√¡®–·®âß„Àâ∑√“∫‡¡◊ËÕ √â“ß‰¥â§”µÕ∫∑’Ë∂Ÿ°
µâÕß ·≈–®ÿ¥‡¥àπÕ’°ª√–°“√Àπ÷Ëß¢Õß‚ª√·°√¡ C.a.R. §◊Õ  “¡“√∂π”‡ πÕ‡ªìπ≈—°…≥–·øÑ¡ HTML ‰¥â
 –¥«° ¥—ßπ—ÈπºŸâ«‘®—¬®÷ß§‘¥«à“ ‡§√◊ËÕß¡◊Õµà“ßÊ ∑’Ë¡’Õ¬Ÿà„π‚ª√·°√¡ C.a.R. π—Èπ “¡“√∂„™âÕÕ°·∫∫°‘®°√√¡
‡æ◊ËÕ™à«¬· ¥ß„Àâπ‘ ‘µ‰¥â¡Õß‡ÀÁπ¿“æ¢Õß°“√‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß¢Õßµ—«·ª√ Õßµ—«‡¡◊ËÕ‡∑’¬∫°—∫‡«≈“‰¥âÕ¬à“ß‡ªìπ
√Ÿª∏√√¡¡“°¢÷Èπ‰¥â ·≈–¬—ß “¡“√∂ÕÕ°·∫∫°‘®°√√¡‡æ◊ËÕ„ÀâºŸâ‡√’¬π‰¥â ”√«®·≈–‡ÀÁπ·π«§‘¥∑’Ë ”§—≠¢Õß
‡π◊ÈÕÀ“‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ‰¥â·°à °‘®°√√¡ ”√«®§à“§«“¡™—π¢Õß‡ âπ —¡º— ¢Õß°√“ø´÷Ëß‡ªìπ·π«§‘¥
¢Õß‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å °‘®°√√¡ ”√«®≈—°…≥–¢Õß°√“ø‡æ◊ËÕ»÷°…“·π«§‘¥°“√∑¥ Õ∫®ÿ¥«‘°ƒµ‚¥¬Õπÿæ—π∏åÕ—π¥—∫
∑’ËÀπ÷Ëß·≈–Õ—π¥—∫ Õß ‡ªìπµâπ

®“°¢â“ßµâπ®–‡ÀÁπ«à“ °“√π”‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ‡¢â“¡“ª√–°Õ∫°“√‡√’¬π°“√ Õπ
®–™à«¬„ÀâºŸâ‡√’¬π‡¢â“„®·π«§‘¥µà“ßÊ ‰¥âÕ¬à“ß‡ªìπ√Ÿª∏√√¡¡“°¢÷Èπ ·µà§«“¡ “¡“√∂„π‡√◊ËÕß°“√§”π«≥π—Èπ
‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ¬—ß¡’ª√– ‘∑∏‘¿“æ‰¡à¡“°π—° ‡æ√“–«à“‚ª√·°√¡‡√¢“§≥‘µ·∫∫æ≈«—µ‰¡à‰¥â∂Ÿ°
 √â“ß¡“‡æ◊ËÕ°“√§”π«≥ ºŸâ«‘®—¬¡’§«“¡§‘¥‡ÀÁπ«à“ §«√π”‚ª√·°√¡√–∫∫æ’™§≥‘µ (Computer Algebra
System: CAS) ‡¢â“¡“ª√–°Õ∫°“√‡√’¬π°“√ Õπ√à«¡¥â«¬ ´÷Ëß∏πŸ™—¬ ¿ŸÕÿ¥¡ [5] °≈à“««à“ ≈—°…≥– ”§—≠
¢Õß‚ª√·°√¡√–∫∫æ’™§≥‘µ§◊Õ  “¡“√∂ª√–¡«≈º≈‡™‘ß —≠≈—°…≥å‰¥â °≈à“«§◊Õ  “¡“√∂À“§”µÕ∫ÕÕ°¡“
„π≈—°…≥–∑’Ë‡ªìπ —≠≈—°…≥å ‡™àπ °“√À“≈‘¡‘µ¢Õßøíß°å™—π °“√À“Õπÿæ—π∏å¢Õßøíß°å™—π ‡ªìπµâπ ºŸâ«‘®—¬¡’§«“¡
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§‘¥‡ÀÁπ«à“‚ª√·°√¡√–∫∫æ’™§≥‘µ®–™à«¬ª√–À¬—¥‡«≈“„π°“√§”π«≥‰¥â ·≈–™à«¬æ—≤π“∑—°…–æ◊Èπ∞“π„Àâ°—∫
ºŸâ‡√’¬π‰¥â  àßº≈„ÀâºŸâ‡√’¬π¡’º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π∑’Ë¥’ ª√–°Õ∫°—∫¡’ß“π«‘®—¬´÷Ëßº≈°“√«‘®—¬æ∫«à“°“√π”
‚ª√·°√¡√–∫∫æ’™§≥‘µ¡“„™â„π°“√‡√’¬π°“√ Õπ¡’º≈¥’µàÕ°“√‡√’¬π°“√ Õπ ‡™àπ ß“π«‘®—¬¢Õß °¡≈
‡Õ°‰∑¬‡®√‘≠ [6] ‰¥â»÷°…“º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π ‡®µ§µ‘¢ÕßºŸâ‡√’¬π„π«‘™“æ’™§≥‘µ‡™‘ß‡ âπ‚¥¬„™â‡§√◊ËÕß
§”π«≥‡™‘ß°√“ø ‚¥¬∑¥≈Õß°—∫π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’  “¢“§≥‘µ»“ µ√å º≈°“√«‘®—¬æ∫«à“ º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï
∑“ß°“√‡√’¬π«‘™“æ’™§≥‘µ‡™‘ß‡ âπ‚¥¬„™â‡§√◊ËÕß§”π«≥‡™‘ß°√“øÕ¬Ÿà„π√–¥—∫¥’‰¥âº≈‡ªìπ∑’Ëπà“æÕ„® ºŸâ‡√’¬π¡’
‡®µ§µ‘∑’Ë¥’µàÕ°“√„™â‡§√◊ËÕß§”π«≥‡™‘ß°√“ø ·≈–°“√‡√’¬π«‘™“æ’™§≥‘µ‡™‘ß‡ âπ‚¥¬„™â‡§√◊ËÕß§”π«≥‡™‘ß°√“ø
∑”„Àâ¡’‡«≈“‡À≈◊Õ¡“°æÕ„π°“√∑”§«“¡‡¢â“„®„π‡π◊ÈÕÀ“ ∑”„Àâ “¡“√∂‡√’¬π‰¥â‡π◊ÈÕÀ“∑’Ë¡“°·≈–≈÷°´÷Èß
 Õ¥§≈âÕß°—∫ß“π«‘®—¬¢Õß™“≠™—¬  ÿ°„  [7] ∑’Ëæ∫«à“ °“√„™â‚ª√·°√¡√–∫∫æ’™§≥‘µª√–°Õ∫°“√‡√’¬π
°“√ Õπ«‘™“·§≈§Ÿ≈—  ‚¥¬∑¥≈Õß°—∫π—°»÷°…“‚ª√·°√¡«‘™“§≥‘µ»“ µ√å·≈– ∂‘µ‘ª√–¬ÿ°µåπ—Èπ  àßº≈„Àâ
π—°»÷°…“¡’º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π Ÿß°«à“π—°»÷°…“∑’Ë‡√’¬πª°µ‘„π™—Èπ‡√’¬π ·≈–π—°»÷°…“¡’‡®µ§µ‘µàÕ°“√‡√’¬π
«‘™“§≥‘µ»“ µ√å Ÿß¢÷Èπ ®“°°“√»÷°…“‡Õ° “√∑’Ë‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫‚ª√·°√¡™◊ËÕ Euler æ∫«à“„π‚ª√·°√¡ Euler
¡’‚ª√·°√¡√–∫∫æ’™§≥‘µ·ΩßÕ¬Ÿà ®÷ß∑”„Àâ‚ª√·°√¡ Euler  “¡“√∂ª√–¡«≈º≈‡™‘ß —≠≈—°…≥å‰¥â Õ’°∑—Èß
‚ª√·°√¡ Euler ¬—ß‡ªìπ‚ª√·°√¡·∫∫ GPL °“√π”‚ª√·°√¡ Euler ‡¢â“¡“„™â„π°“√‡√’¬π°“√ Õππ—Èπ
πÕ°®“°®–π”¡“™à«¬„π°“√§”π«≥·≈–µ√«®§”µÕ∫·≈â« ¬—ß™à«¬Ωñ°∑—°…–À≈“¬ª√–°“√„Àâ°—∫ºŸâ‡√’¬π ‰¥â·°à
∑—°…–¥â“π§«“¡√Ÿâ§«“¡®” ∑—°…–°“√· ¥ß«‘∏’∑”Õ¬à“ß‡ªìπ¢—ÈπµÕπ ‡π◊ËÕß®“°‚ª√·°√¡ Euler ™à«¬ª√–À¬—¥
‡«≈“„π°“√§”π«≥ ®÷ß∑”„ÀâºŸâ‡√’¬π “¡“√∂Ωñ°∑”·∫∫Ωñ°À—¥‰¥âÀ≈“¬¢âÕ ‡¡◊ËÕºŸâ‡√’¬π‰¥âΩñ°∑”·∫∫Ωñ°À—¥∫àÕ¬Ê
‡°‘¥°√–∫«π°“√∑”´È”Ê ºŸâ‡√’¬π®– “¡“√∂®¥®”¢—ÈπµÕπ°“√∑”·∫∫Ωñ°À—¥‰¥â‡°‘¥‡ªìπ∑—°…–·≈–§«“¡™”π“≠
æ◊Èπ∞“π‡æ◊ËÕ„™â„π°“√‡√’¬π√–¥—∫ ŸßµàÕ‰ª ·≈–‡π◊ËÕß®“°‡ø¬å [8] ‰¥â°≈à“««à“ «‘™“·§≈§Ÿ≈— ‡ªìπ°“√ —ß‡§√“–Àå
√–À«à“ßæ’™§≥‘µ·≈–‡√¢“§≥‘µ ºŸâ«‘®—¬®÷ß‡ÀÁπ∂÷ß§ÿ≥§à“¢Õß°“√º ¡º “π‡π◊ÈÕÀ“∑—Èß Õß “¢“«‘™“ ®π‡°‘¥‡ªìπ
 “¢“«‘™“„À¡à∑’Ë “¡“√∂π”§«“¡√Ÿâ¡“„™âª√–‚¬™πå‰¥â ‡™àπ ‡√◊ËÕß‚®∑¬åªí≠À“§à“ Ÿß ÿ¥·≈–µË” ÿ¥∑’Ë “¡“√∂„™â
·°âªí≠À“„π™’«‘µª√–®”«—π ¥—ßπ—Èπ®“°‡Àµÿº≈·≈–§«“¡ ”§—≠¢Õß‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ∑’Ë
‰¥â°≈à“«„π¢â“ßµâπ ºŸâ«‘®—¬®÷ß π„®∑’Ë®–π”‚ª√·°√¡∑—Èß Õß¡“„™â„π°“√®—¥°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–
°“√ª√–¬ÿ°µå  ”À√—∫π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’

 ¡¡µ‘∞“π¢Õß°“√«‘®—¬
π‘ ‘µ∑’Ë‡√’¬π¥â«¬°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R.

·≈–‚ª√·°√¡ Euler  “¡“√∂ Õ∫ºà“π‡°≥±å‰¥â¡“°°«à“√âÕ¬≈– 70 ¢Õß®”π«ππ‘ ‘µ∑—ÈßÀ¡¥

«‘∏’¥”‡π‘π°“√·≈–‡§√◊ËÕß¡◊Õ∑’Ë„™â„π°“√«‘®—¬
1. ºŸâ«‘®—¬∑”°“√ Õππ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ®”π«π 16 §π ¥â«¬°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕß

Õπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler  ”À√—∫π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’
∑’ËºŸâ«‘®—¬ √â“ß¢÷Èπ ‚¥¬„™â‡«≈“ Õπµ“¡µ“√“ß Õπª°µ‘ ®”π«π 4  —ª¥“Àå  —ª¥“Àå≈– 4 §“∫ √«¡‡ªìπ 16 §“∫
 ”À√—∫°“√‡√’¬π°“√ Õπ·µà≈–°‘®°√√¡ ®–¡’°“√‡°Á∫§–·ππ‡æ◊ËÕª√–‡¡‘πº≈√–À«à“ß‡√’¬π °‘®°√√¡°“√‡√’¬π
°“√ Õπ∑’ËºŸâ«‘®—¬ √â“ß¢÷Èπ ª√–°Õ∫¥â«¬
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1.1 °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–
‚ª√·°√¡ Euler  ”À√—∫π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’ ª√–°Õ∫¥â«¬

- ‡π◊ÈÕÀ“·≈–√Ÿª·∫∫°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ·∫àßÕÕ°‡ªìπ 7 À—«¢âÕ ´÷Ëß¡’
√“¬≈–‡Õ’¬¥¢Õß·µà≈–À—«¢âÕ¥—ßπ’È Õπÿæ—π∏å·≈–Õπÿæ—π∏åÕ—π¥—∫ Ÿß Õπÿæ—π∏å¢Õßøíß°å™—πµ√’‚°≥¡‘µ‘·≈–øíß°å™—π
º°º—π¢Õßøíß°å™—πµ√’‚°≥¡‘µ‘ Õπÿæ—π∏å¢Õßøíß°å™—π‚¥¬ª√‘¬“¬ Õπÿæ—π∏å¢Õßøíß°å™—π´÷Ëß°”Àπ¥„π√Ÿª ¡°“√Õ‘ß
µ—«·ª√‡ √‘¡·≈–Õπÿæ—π∏å„πæ‘°—¥‡™‘ß¢—È« °“√‡¢’¬π°√“ø¢Õßøíß°å™—π ‚®∑¬åªí≠À“°“√À“§à“ Ÿß ÿ¥·≈–µË” ÿ¥ ·≈–
§«“¡‡√Á«·≈–§«“¡‡√àß Õ—µ√“ —¡æ—∑∏å ·≈–§à“‡™‘ßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå

- ·ºπ°“√®—¥°“√‡√’¬π√Ÿâ ®”π«π 7 ·ºπ √«¡∑—ÈßÀ¡¥ 16 §“∫ ¡’≈—°…≥–°‘®°√√¡‚¥¬
∑—Ë«‰ª„π·ºπ°“√®—¥°“√‡√’¬π√Ÿâ„π·µà≈–§“∫‡ªìπ°‘®°√√¡∑’Ë„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler „π°“√
‡√’¬π√Ÿâ

1.2 §Ÿà¡◊Õ°“√„™â°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ
2. ‡¡◊ËÕπ‘ ‘µªØ‘∫—µ‘°‘®°√√¡À—«¢âÕ 4 ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å¢Õßøíß°å™—π´÷Ëß°”Àπ¥„π√Ÿª ¡°“√Õ‘ßµ—«·ª√

‡ √‘¡·≈–Õπÿæ—π∏å„πæ‘°—¥‡™‘ß¢—È« ‡ √Á®‡√’¬∫√âÕ¬ ºŸâ«‘®—¬∑”°“√∑¥ Õ∫π‘ ‘µ¥â«¬·∫∫∑¥ Õ∫¬àÕ¬©∫—∫∑’Ë 1 ‡ªìπ
·∫∫Õ—µπ—¬ 3 ¢âÕ „™â‡«≈“∑¥ Õ∫ 25 π“∑’ πÕ°‡«≈“‡√’¬πª°µ‘

3. ‡¡◊ËÕπ‘ ‘µªØ‘∫—µ‘°‘®°√√¡À—«¢âÕ 7 ‡√◊ËÕß§«“¡‡√Á«·≈–§«“¡‡√àß Õ—µ√“ —¡æ—∑∏å ·≈–§à“‡™‘ßÕπÿæ—π∏å
·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ‡ √Á®‡√’¬∫√âÕ¬ ºŸâ«‘®—¬∑”°“√∑¥ Õ∫π‘ ‘µ¥â«¬·∫∫∑¥ Õ∫¬àÕ¬©∫—∫∑’Ë 2 ‡ªìπ·∫∫Õ—µπ—¬
4 ¢âÕ „™â‡«≈“∑¥ Õ∫ 25 π“∑’ πÕ°‡«≈“‡√’¬πª°µ‘

4. ‡¡◊ËÕ ‘Èπ ÿ¥°“√ Õπ∑—Èß 7 À—«¢âÕ „Àâπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß∑”·∫∫∑¥ Õ∫«—¥º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√
‡√’¬π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ́ ÷Ëß‡ªìπ·∫∫∑¥ Õ∫Õ—µπ—¬®”π«π 10 ¢âÕ „™â‡«≈“∑¥ Õ∫ 2 §“∫ §“∫≈–
50 π“∑’ πÕ°‡«≈“‡√’¬πª°µ‘

5. ‡¡◊ËÕ ‘Èπ ÿ¥°“√‡√’¬π°“√ Õπ„Àâπ‘ ‘µ∑’Ë‡√’¬π¥â«¬°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‚¥¬„™â‚ª√·°√¡
C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ∑’ËºŸâ«‘®—¬ √â“ß¢÷Èπ µÕ∫·∫∫«—¥§«“¡æ÷ßæÕ„®µàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕß
Õπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ‚¥¬„™â‡«≈“ª√–¡“≥ 20 π“∑’

6. ºŸâ«‘®—¬π”§–·ππ∑’Ë‰¥âµàÕ‰ªπ’È¡“«‘‡§√“–ÀåÀ“§à“√âÕ¬≈– §à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ ·≈– à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π
¡“µ√∞“π

6.1 §–·ππ®“°°“√∑”„∫°‘®°√√¡
6.2 §–·ππ®“°°“√∑”·∫∫∑¥ Õ∫¬àÕ¬©∫—∫∑’Ë 1 ·≈–·∫∫∑¥ Õ∫¬àÕ¬©∫—∫∑’Ë 2
6.3 §–·ππ®“°°“√∑”·∫∫∑¥ Õ∫«—¥º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå
6.4 §–·ππ®“°°“√∑”·∫∫«—¥§«“¡æ÷ßæÕ„®µàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–

°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler
7. ∑¥ Õ∫ ¡¡µ‘∞“π¢Õß°“√«‘®—¬¥â«¬°“√∑¥ Õ∫ ¡¡µ‘∞“π‡°’Ë¬«°—∫§à“ —¥ à«π¢Õßª√–™“°√

‚¥¬„™â ∂‘µ‘∑¥ Õ∫∑«‘π“¡ (Binomial test)
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º≈°“√«‘®—¬
1. §–·ππº≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ª√–°Õ∫¥â«¬ §–·ππ∑’Ë‰¥â√–À«à“ß

‡√’¬π®“°„∫°‘®°√√¡¡’πÈ”Àπ—°§–·ππ§‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 20 ¢Õß§–·ππ∑—ÈßÀ¡¥ §–·ππ∑’Ë‰¥â√–À«à“ß‡√’¬π®“°
·∫∫∑¥ Õ∫¬àÕ¬¡’πÈ”Àπ—°§–·ππ§‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 30 ¢Õß§–·ππ∑—ÈßÀ¡¥ ·≈–§–·ππ®“°·∫∫∑¥ Õ∫
«—¥º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ¡’πÈ”Àπ—°§–·ππ§‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 50 ¢Õß§–·ππ
∑—ÈßÀ¡¥ º≈°“√«‘‡§√“–Àå¢âÕ¡Ÿ≈ª√“°Ø„πµ“√“ß∑’Ë 1

µ“√“ß∑’Ë 1 §à“√âÕ¬≈– §à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ·≈– à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π¢Õß§–·ππ∑’Ë‰¥â®“°„∫°‘®°√√¡ ·∫∫
∑¥ Õ∫¬àÕ¬ ·∫∫∑¥ Õ∫«—¥º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π ·≈–º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π¢Õßπ‘ ‘µ
°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ®”π«π 16 §π

§–·ππ §à“‡©≈’Ë¬ §à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ  à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π
º≈°“√«‘‡§√“–Àå ‡µÁ¡ ‡≈¢§≥‘µ §‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– ¡“µ√∞“π

(§–·ππ) (x›) ¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ (S.D.)

„∫°‘®°√√¡ 20 16.25 81.25 2.24

·∫∫∑¥ Õ∫¬àÕ¬ 30 21.90 73.00 3.77

·∫∫∑¥ Õ∫«—¥º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π 50 34.38 68.76 6.80

º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π 100 72.53 72.53 11.18

®“°µ“√“ß∑’Ë 1 · ¥ß„Àâ‡ÀÁπ«à“ §–·ππº≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß∑’Ë‡√’¬π
‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ®”π«π 16 §π ¡’§à“‡©≈’Ë¬
‡≈¢§≥‘µ‡ªìπ 72.53 §‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 72.53 ¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ ·≈–¡’ à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π¢Õß§–·ππ‡ªìπ
11.18 ´÷Ëß§‘¥§–·ππ¡“®“°„∫°‘®°√√¡ ¡’§à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ‡ªìπ 16.25 §‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 81.25 ¢Õß§–·ππ
‡µÁ¡ ·≈–¡’ à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π¢Õß§–·ππ‡ªìπ 2.24 §–·ππ ®“°·∫∫∑¥ Õ∫¬àÕ¬¡’§à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ
‡ªìπ 21.09 §‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 73.00 ¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ ·≈–¡’ à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π¢Õß§–·ππ‡ªìπ 3.77 ·≈–
§–·ππ®“°·∫∫∑¥ Õ∫«—¥º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π ¡’§à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ‡ªìπ 34.38 §‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 68.76
¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ ·≈–¡’ à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π¢Õß§–·ππ‡ªìπ 6.80

2. °“√∑¥ Õ∫ ¡¡µ‘∞“π∑’Ë«à“ π‘ ‘µ∑’Ë‡√’¬π¥â«¬°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√
ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler  “¡“√∂ Õ∫ºà“π‡°≥±å§◊Õ ‰¥â§–·ππµ—Èß·µà√âÕ¬≈–
60 ¢÷Èπ‰ª¢Õß§–·ππ‡µÁ¡¡’®”π«π¡“°°«à“√âÕ¬≈– 70 ¢Õß®”π«ππ‘ ‘µ∑—ÈßÀ¡¥ ¥â«¬°“√∑¥ Õ∫ ¡¡µ‘∞“π
‡°’Ë¬«°—∫§à“ —¥ à«π¢Õßª√–™“°√‚¥¬„™â°“√∑¥ Õ∫∑«‘π“¡ º≈°“√«‘‡§√“–Àå¢âÕ¡Ÿ≈ª√“°Ø„πµ“√“ß∑’Ë 2
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µ“√“ß∑’Ë 2 °“√∑¥ Õ∫®”π«ππ‘ ‘µ∑’Ë Õ∫ºà“π‡°≥±å ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R.
·≈–‚ª√·°√¡ Euler §◊Õ ‰¥â§–·ππµ—Èß·µà√âÕ¬≈– 60 ¢÷Èπ‰ª¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ ¡’®”π«π¡“°°«à“
√âÕ¬≈– 70 ¢Õß®”π«ππ‘ ‘µ∑—ÈßÀ¡¥

°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß
®”π«ππ‘ ‘µ ®”π«ππ‘ ‘µ∑’Ë‰¥â§–·ππµ—Èß·µà

p-Value
(§π) √âÕ¬≈– 60 ¢÷Èπ‰ª¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ (§π)

π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’ 16 13 0.000**

À¡“¬‡Àµÿ:  p** < .01

®“°µ“√“ß∑’Ë 2 · ¥ß„Àâ‡ÀÁπ«à“ π‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ®”π«π 13 §π ∑’Ë Õ∫ºà“π‡°≥±å°“√‡√’¬π
‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler §◊Õ ‰¥â§–·ππµ—Èß·µà√âÕ¬≈– 60
¢÷Èπ‰ª¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ ¡’®”π«π¡“°°«à“√âÕ¬≈– 70 ¢Õß®”π«ππ‘ ‘µ∑—ÈßÀ¡¥∑’Ë√–¥—∫π—¬ ”§—≠∑“ß ∂‘µ‘ .01

3. °“√ª√–‡¡‘π§«“¡æ÷ßæÕ„®µàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â
‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ®”π«π 16 §π º≈°“√«‘‡§√“–Àå¢âÕ¡Ÿ≈
ª√“°Ø„πµ“√“ß∑’Ë 3

µ“√“ß∑’Ë 3 §à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ  à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π·≈–√–¥—∫§«“¡æ÷ßæÕ„®¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ßµàÕ°‘®°√√¡
°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler

§à“‡©≈’Ë¬  à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π √–¥—∫
¢âÕ§«“¡ x› ¡“µ√∞“π §«“¡

(S.D.) æ÷ßæÕ„®

µÕπ∑’Ë 1 §«“¡æ÷ßæÕ„®µàÕ°“√‡√’¬π¥â«¬°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ

1. ®“°°“√∑”„∫°‘®°√√¡„π·µà≈–§“∫ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“‡¢â“„® 4.13 0.50 ¡“°
‡π◊ÈÕÀ“‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå¡“°¢÷Èπ

2. °“√®—¥≈”¥—∫‡π◊ÈÕÀ“„π„∫°‘®°√√¡ ¡’§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß·≈–™—¥‡®π 4.19 0.54 ¡“°

3. ‡π◊ÈÕÀ“„π„∫°‘®°√√¡ ¡’§«“¡¬“°ßà“¬‡À¡“– ¡ 4.13 0.62 ¡“°

4. ‡π◊ÈÕÀ“„π„∫°‘®°√√¡ ¡’§«“¡‡À¡“– ¡°—∫‡«≈“‡√’¬π 4.00 0.52 ¡“°

5. ‡§√◊ËÕß¡◊Õ„π°“√∑”°‘®°√√¡ „™â‰¥â –¥«°µ“¡§«“¡µâÕß°“√ 3.88 0.81 ¡“°
¢Õß¢â“æ‡®â“

6. ‡§√◊ËÕß¡◊Õ„π°“√∑”°‘®°√√¡¡’ª√–‚¬™πåµàÕ°“√‡√’¬π°“√ Õπ¡“° 4.31 0.61 ¡“°

7. °“√„™â¿“æ‡§≈◊ËÕπ‰À«∑”„Àâ°‘®°√√¡¡’§«“¡πà“ π„® 4.44 0.81 ¡“°
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µ“√“ß∑’Ë 3 (µàÕ)

§à“‡©≈’Ë¬  à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π √–¥—∫
¢âÕ§«“¡ x› ¡“µ√∞“π §«“¡

(S.D.) æ÷ßæÕ„®

8. °“√„™â¿“æ‡§≈◊ËÕπ‰À«∑”„Àâ¢â“æ‡®â“‡¢â“„®·π«§‘¥¢ÕßÕπÿæ—π∏å 4.56 0.51 ¡“°∑’Ë ÿ¥
·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå¡“°¢÷Èπ

9. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“¡Õß‡ÀÁπ¡‚π¿“æ¢Õß 4.44 0.51 ¡“°
Õ—µ√“°“√‡ª≈’Ë¬π·ª≈ßµà“ßÊ ‰¥â¥’¢÷Èπ

10. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“¡’§«“¡°√–µ◊Õ√◊Õ√âπ 4.25 0.78 ¡“°
·≈– πÿ°°—∫°“√‡√’¬π¡“°¢÷Èπ

√«¡µÕπ∑’Ë 1 4.23 0.62 ¡“°

µÕπ∑’Ë 2 §«“¡æ÷ßæÕ„®µàÕ°“√√à«¡°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ

11. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“‰¥â¡’‚Õ°“ ·≈°‡ª≈’Ë¬π 4.06 0.77 ¡“°
§«“¡§‘¥‡ÀÁπ°—∫‡æ◊ËÕπ¡“°¢÷Èπ

12. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“¡’Õ‘ √–„π°“√§‘¥¡“°¢÷Èπ 3.94 0.44 ¡“°

13. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“‡°‘¥°“√§âπæ∫¥â«¬ 3.81 0.66 ¡“°
µπ‡Õß

14. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ™à«¬æ—≤π“§«“¡§‘¥¢Õß¢â“æ‡®â“ 4.00 0.82 ¡“°

15. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“ “¡“√∂®¥®”·π«§‘¥ 3.81 0.98 ¡“°
¢ÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‰¥âπ“π¢÷Èπ

16. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“¡’§«“¡¡—Ëπ„®„πµ—«‡Õß 3.88 0.72 ¡“°
¡“°¢÷Èπ

17. ¢â“æ‡®â“√Ÿâ ÷° πÿ°°—∫°“√∑”„∫°‘®°√√¡√–À«à“ß‡√’¬π 4.06 0.44 ¡“°

18. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“¡’°”≈—ß„®„π°“√‡√’¬π 4.25 0.58 ¡“°
¡“°¢÷Èπ

19. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“¡’§«“¡µ—Èß„®¡“°¢÷Èπ 4.31 0.60 ¡“°

20. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ ∑”„Àâ¢â“æ‡®â“¡’‡®µ§µ‘∑’Ë¥’µàÕ°“√‡√’¬π 4.06 0.77 ¡“°
·§≈§Ÿ≈— 

√«¡µÕπ∑’Ë 2 4.02 0.68 ¡“°

√«¡∑—Èß©∫—∫ 4.13 0.65 ¡“°

®“°µ“√“ß∑’Ë 3 · ¥ß„Àâ‡ÀÁπ«à“π‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß¡’§«“¡æ÷ßæÕ„®µàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ
‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå ‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler Õ¬Ÿà„π√–¥—∫¡“° ´÷Ëß∑—Èß©∫—∫¡’
§à“‡©≈’Ë¬‡∑à“°—∫ 4.13 ·≈–¡’ à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π¢Õß§–·ππ‡ªìπ 0.65 §–·ππ
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 √ÿª·≈–Õ¿‘ª√“¬º≈°“√«‘®—¬
1. §–·ππ®“°°“√∑”„∫°‘®°√√¡·∫∫√“¬∫ÿ§§≈¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ®”π«π 16 §π ¡’§à“

‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ‡∑à“°—∫ 16.25 §‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 81.25 ¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ ·≈–¡’ à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π‡∑à“°—∫
2.24

2. §–·ππ®“°°“√∑”·∫∫∑¥ Õ∫¬àÕ¬¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ®”π«π 16 §π ¡’§à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ
‡∑à“°—∫ 21.90 §‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 73.00 ¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ ·≈–¡’ à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π‡∑à“°—∫ 3.77

3. §–·ππ®“°°“√∑”·∫∫∑¥ Õ∫«—¥º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ®”π«π
16 §π ¡’§à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ‡∑à“°—∫ 34.38 §‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 68.76 ¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ ·≈–¡’ à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π
¡“µ√∞“π‡∑à“°—∫ 6.80

4. §–·ππº≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß„π°“√‡√’¬π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√
ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ®”π«π 16 §π ¡’§à“‡©≈’Ë¬‡≈¢§≥‘µ‡∑à“°—∫ 72.53
§‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 72.53 ¢Õß§–·ππ‡µÁ¡ ·≈–¡’ à«π‡∫’Ë¬ß‡∫π¡“µ√∞“π‡∑à“°—∫ 11.18

5. π‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ®”π«π 16 §π ∑’Ë‰¥â§–·ππµ—Èß·µà√âÕ¬≈– 60 ¢÷Èπ‰ª¢Õß§–·ππ‡µÁ¡
¡’®”π«π 13 §π §‘¥‡ªìπ√âÕ¬≈– 81.25 ¢Õß®”π«ππ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß∑—ÈßÀ¡¥

6. π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’ ∑’Ë Õ∫ºà“π‡°≥±å°“√‡√’¬π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå‚¥¬„™â
‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ¡’®”π«π¡“°°«à“√âÕ¬≈– 70 ¢Õß®”π«ππ‘ ‘µ∑—ÈßÀ¡¥ ∑’Ë√–¥—∫π—¬
 ”§—≠∑“ß ∂‘µ‘ .01 ¥—ßπ—Èπ®÷ß √ÿª‰¥â«à“ π‘ ‘µ√–¥—∫ª√‘≠≠“µ√’ ¡’§«“¡ “¡“√∂„π°“√‡√’¬π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–
°“√ª√–¬ÿ°µå ‚¥¬„™â°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ∑’ËºŸâ«‘®—¬ √â“ß¢÷Èπ

7. §«“¡æ÷ßæÕ„®¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ßµàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå
‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ∑—Èß©∫—∫´÷Ëßª√–‡¡‘π®“°§–·ππ‡©≈’Ë¬∑—Èß©∫—∫¢Õß·∫∫«—¥§«“¡
æ÷ßæÕ„® æ∫«à“π‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß¡’§«“¡æ÷ßæÕ„®µàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å·≈–°“√ª√–¬ÿ°µå
‚¥¬„™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler Õ¬Ÿà„π√–¥—∫¡“°

ºŸâ«‘®—¬∑¥≈Õß Õππ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ß ÷́Ëß≈ß∑–‡∫’¬π‡√’¬π√“¬«‘™“ §≥ 111 (§≥‘µ»“ µ√å 1)
¿“§‡√’¬π∑’Ë 2 ªï°“√»÷°…“ 2552 ¡À“«‘∑¬“≈—¬»√’π§√‘π∑√«‘‚√≤ ®”π«π 16 §π ÷́Ëßπ‘ ‘µ∑—ÈßÀ¡¥‡ªìππ‘ ‘µ∑’Ë
‡§¬‰¥â√—∫°“√ª√–‡¡‘πº≈°“√»÷°…“„π√–¥—∫¢—Èπµ° (E) À√◊Õ ß¥‡√’¬π‚¥¬‰¥â√—∫Õπÿ¡—µ‘ (W) „π√“¬«‘™“
§≥ 111 ¡“°àÕπ ®÷ß®—¥‡ªìππ‘ ‘µ∑’Ë¡’º≈ —¡ƒ∑∏‘Ï∑“ß°“√‡√’¬π§àÕπ¢â“ßÕàÕπ ®“°º≈°“√«‘®—¬æ∫«à“ π‘ ‘µ “¡“√∂
 Õ∫ºà“π‡°≥±å°“√‡√’¬π¡“°°«à“√âÕ¬≈– 70 ¢Õß®”π«ππ‘ ‘µ∑—ÈßÀ¡¥ ∑—Èßπ’ÈÕ“®‡ªìπ‡æ√“– “‡Àµÿ¥—ßµàÕ‰ªπ’È

1. °‘®°√√¡°“√‡√’¬π√Ÿâ∑’ËºŸâ«‘®—¬ √â“ß¢÷Èππ—Èπ „™â‚ª√·°√¡ C.a.R. ·≈–‚ª√·°√¡ Euler ª√–°Õ∫
°“√‡√’¬π°“√ Õπ ‚¥¬„π à«π¢Õß°‘®°√√¡¿“§ªØ‘∫—µ‘∫π§Õ¡æ‘«‡µÕ√å®“°‚ª√·°√¡ C.a.R. π’È ®“°∑’Ë‡π◊ÈÕÀ“
‡√◊ËÕßÕ—µ√“ —¡æ—∑∏å§àÕπ¢â“ß‡ªìππ“¡∏√√¡ °‘®°√√¡®“°‚ª√·°√¡ C.a.R. ∑”„Àâπ‘ ‘µ “¡“√∂¡Õß‡ÀÁπ¿“æ°“√
‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß¢Õßµ—«·ª√Õ¬à“ß‡ªìπ√Ÿª∏√√¡¡“°¢÷Èπ  àßº≈„Àâπ‘ ‘µ‡°‘¥§«“¡ π„®Õ¬“°‡√’¬π√Ÿâ π‘ ‘µ‰¥â‡ÀÁπ
¿“æ§«“¡ —¡æ—π∏å¢Õß°“√‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß¢Õßµ—«·ª√ Õßµ—«‡∑’¬∫°—∫‡«≈“ ∑”„Àâπ‘ ‘µ “¡“√∂‡¢’¬π§«“¡
 —¡æ—π∏å‡æ◊ËÕ √â“ß‡ªìπ ¡°“√‰¥â ·≈–„π‡√◊ËÕß‚®∑¬åªí≠À“°“√À“§à“ Ÿß ÿ¥·≈–µË” ÿ¥ ÷́Ëßπ‘ ‘µ®–µâÕßÀ“§”µÕ∫
∑’Ë‡ªìπ§à“∑’Ë‡À¡“– ¡ π‘ ‘µ “¡“√∂‡ÀÁπ≈—°…≥–¢Õß°“√‡ª≈’Ë¬π·ª≈ß¢Õßµ—«·ª√‰¥â‡ªìπ√Ÿª∏√√¡¡“°¢÷Èπ¥â«¬
‚ª√·°√¡ C.a.R. ®÷ß “¡“√∂ √â“ß§«“¡ —¡æ—π∏å‡æ◊ËÕ·°â‚®∑¬åªí≠À“‰¥â Õ’°∑—Èßπ‘ ‘µ‰¥â≈ß¡◊Õ √â“ß°√“ø¢Õß
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øíß°å™—π·≈– ”√«®§à“§«“¡™—π¢Õß‡ âπ —¡º— °√“ø ≥ ®ÿ¥∑’Ë°”Àπ¥„Àâ¥â«¬µπ‡Õß ‰¥â —ß‡°µ°“√‡§≈◊ËÕπ∑’Ë¢Õß
®ÿ¥∫π°√“ø¢Õßøíß°å™—π‡æ◊ËÕ ”√«®·π«§‘¥‡√◊ËÕß°“√∑¥ Õ∫°“√‡ªìπ®ÿ¥ ÿ¥¢’¥ —¡æ—π∏å‚¥¬Õπÿæ—π∏åÕ—π¥—∫Àπ÷Ëß
·≈–Õ—π¥—∫ Õß √«¡∂÷ß ”√«®·π«§‘¥°“√ª√–¡“≥§à“¢Õßøíß°å™—π‚¥¬„™â§à“‡™‘ßÕπÿæ—π∏å ‡ªìπµâπ °‘®°√√¡µà“ßÊ
‡πâπ„Àâπ‘ ‘µ‰¥â≈ß¡◊ÕªØ‘∫—µ‘¥â«¬µπ‡Õß ´÷Ëß Õ¥§≈âÕß¢âÕ‡ πÕ·π–¢Õß ∫√√æµ  ÿ«√√≥ª√–‡ √‘∞ [9] ∑’Ë
‡°’Ë¬«¢âÕß°—∫°“√π” ◊ËÕ°“√ Õπ§≥‘µ»“ µ√å¡“ª√–°Õ∫°“√ Õπ«à“ ç ◊ËÕ°“√ Õπ·≈–Õÿª°√≥å‚ µ∑—»πå«— ¥ÿ
∑—ÈßÀ≈“¬‡ªìπ‡§√◊ËÕß¡◊Õ∑’Ë™à«¬„Àâ°“√ Õπ§≥‘µ»“ µ√å‡¢â“‰ª„π§«“¡√Ÿâ ÷°¢ÕßºŸâ‡√’¬πÀ≈“¬Ê ∑“ß ¥—ßπ—Èπ
Õÿª°√≥å°“√ Õπ‰¡à§«√¡’·§àÀπ—ß ◊Õ·∫∫‡√’¬π ™Õ≈å° ·≈–°√–¥“π¥”‡∑à“π—Èπ ¬—ß¡’Õÿª°√≥å°“√ Õπ
§≥‘µ»“ µ√åÕ’°¡“°¡“¬ ∑’Ë∑”„Àâ°“√ Õπ¡’ª√– ‘∑∏‘¿“æ¢÷Èπ ´÷ËßºŸâ Õπ§«√π”¡“„™âé πÕ°®“°π’È¬—ß‰¥â°≈à“«∂÷ß
 ¡¡ÿµ‘∞“π‡°’Ë¬«°—∫‡ß◊ËÕπ‰¢ ”À√—∫°“√‡√’¬π√Ÿâ§≥‘µ»“ µ√å ´÷ËßæÕ √ÿª‰¥â¥—ßπ’È §◊Õ (1) ºŸâ‡√’¬π·µà≈–§π®–
‡√’¬π√Ÿâ§≥‘µ»“ µ√å∑’Ë‡ªìπæƒµ‘°√√¡„À¡à‰¥â®“° ¿“æ·«¥≈âÕ¡√Õ∫µ—«∑—ÈßÀ¡¥¢ÕßºŸâ‡√’¬π (2) °“√‡√’¬π√Ÿâ
§≥‘µ»“ µ√å®–‡°‘¥¢÷Èπ‡¡◊ËÕºŸâ‡√’¬π‡ÀÁπ«à“æƒµ‘°√√¡∑’ËµâÕß°“√√Ÿâ§≥‘µ»“ µ√åπ—Èπ¡’ª√–‚¬™πå·≈–¡’∫∑∫“∑µàÕ
§«“¡ π„®¢ÕßºŸâ‡√’¬π (3) °“√‡√’¬π√Ÿâ§≥‘µ»“ µ√å®–‡°‘¥¢÷Èπ‡¡◊ËÕºŸâ‡√’¬π§‘¥«à“ ‘Ëß∑’Ë‡√’¬ππ—Èπ¡’§«“¡À¡“¬µàÕ
µ—«ºŸâ‡√’¬π·≈– “¡“√∂π”‰ª„™â‰¥â (4) °“√‡√’¬π√Ÿâ§≥‘µ»“ µ√å®–‡°‘¥¢÷Èπ‡¡◊ËÕºŸâ‡√’¬π‰¥â≈ß¡◊Õ°√–∑”¥â«¬µπ‡Õß
¡“°°«à“°“√‡√’¬π√Ÿâ‚¥¬°“√øíß®“°§√ŸºŸâ Õπ‡∑à“π—Èπ πÕ°®“°π’ÈºŸâ«‘®—¬¬—ß‰¥âÕÕ°·∫∫°‘®°√√¡„π√Ÿª·∫∫°“√∫â“π
„Àâπ‘ ‘µ √â“ß ‰¥â·°à ·øÑ¡ß“π·∫∫Ωñ°‡√◊ËÕß®ÿ¥ Ÿß ÿ¥-µË” ÿ¥ —¡∫Ÿ√≥å ·øÑ¡ß“π·∫∫Ωñ°‡√◊ËÕß®ÿ¥«‘°ƒµ ‡ªìπµâπ
´÷Ëß‡¡◊ËÕπ‘ ‘µ √â“ß®ÿ¥«‘°ƒµ∂Ÿ°µâÕß‚ª√·°√¡®–·®âß„Àâ∑√“∫∑—π∑’«à“ √â“ß‰¥â∂Ÿ°µâÕß·≈â« ®÷ß∑”„Àâπ‘ ‘µ∑√“∫º≈
‰¥â∑—π∑’ π—∫«à“‚ª√·°√¡ C.a.R.  “¡“√∂ÕÕ°·∫∫°‘®°√√¡°“√‡√’¬π√Ÿâ‰¥âÀ≈“°À≈“¬ ∑”„Àâπ‘ ‘µ¡’§«“¡√Ÿâ ÷°
 πÿ°„π°“√‡√’¬π ´÷Ëß àßº≈¥’µàÕ°“√‡√’¬π√Ÿâ¢Õßµ—«π‘ ‘µ‡Õß

2.  ”À√—∫°‘®°√√¡°“√‡√’¬π√Ÿâ ∑’ËºŸâ«‘®—¬ √â“ß¢÷Èπ„π à«π¢Õß‚ª√·°√¡ Euler π—Èπ æ∫«à“‚ª√·°√¡
Euler ™à«¬Õ”π«¬§«“¡ –¥«°„π°“√‡√’¬π√Ÿâ¢Õßπ‘ ‘µ‰¥â§àÕπ¢â“ß¡“° ‚ª√·°√¡ Euler  “¡“√∂≈¥ªí≠À“
®“°°“√„™â‡«≈“„π°“√§”π«≥∑’Ë§àÕπ¢â“ß¡“°„ÀâπâÕ¬≈ß‰¥â ∑—Èß™à«¬µ√«® Õ∫§”µÕ∫„π°“√Õπÿæ—π∏å¢Õß
øíß°å™—π∑’Ë¡’§«“¡´—∫´âÕπ √«¡∂÷ß™à«¬≈¥ªí≠À“°“√À“√“°¢Õß ¡°“√∑’Ë‰¡à‡ªìπ‡™‘ß‡ âπ·≈–‰¡à§ÿâπ‡§¬ ‡™àπ
„π‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å¢Õßøíß°å™—π„π√–∫∫æ‘°—¥‡™‘ß¢—È« π‘ ‘µµâÕßÀ“§à“§«“¡™—π¢Õß‡ âπ —¡º— °√“ø¢Õßøíß°å™—π´÷Ëß
 “¡“√∂À“‰¥â‚¥¬„™â Ÿµ√®“°∑ƒ…Æ’∫∑ 4.2 ·≈–∑ƒ…Æ’∫∑ 4.3 ´÷Ëßπ‘ ‘µ§‘¥«à“ Ÿµ√®“°∑ƒ…Æ’∫∑ 4.2 µâÕß
®” Ÿµ√∑’Ë¬“«°«à“ „π¢≥–∑’Ë Ÿµ√®“°∑ƒ…Æ’∫∑ 4.3 π—Èπ —Èπ°«à“¡“° ·µàπ‘ ‘µµâÕß„™â§«“¡√ŸâÀ“¡ÿ¡ θ ‡¡◊ËÕ∑√“∫
§à“¢Õß tan θ ´÷Ëß‚¥¬ à«π„À≠àπ‘ ‘µ®–∑√“∫‡©æ“–¡ÿ¡ θ ∑’Ë ”§—≠Ê ‡∑à“π—Èπ ‡™àπ πθ  0, ,6

π
4 , π

3 , π
2 , π=

‡ªìπµâπ ·µà∂â“§à“¢Õß tan θ ‡ªìπ§à“∑’Ëπ‘ ‘µ‰¡à§ÿâπ‡§¬ π‘ ‘µ®–À“¡ÿ¡ θ ‰¡à‰¥â À√◊ÕµâÕß„™â‡«≈“„π°“√‡ªî¥
µ“√“ß·≈–§”π«≥À“Õ¬à“ß¡“° ‡¡◊ËÕºŸâ«‘®—¬π”‚ª√·°√¡ Euler ‡¢â“¡“™à«¬π‘ ‘µ„π°“√·°âªí≠À“‡√◊ËÕß°“√À“§à“
¡ÿ¡ θ æ∫«à“π‘ ‘µ “¡“√∂§”π«≥À“§à“§«“¡™—π¢Õß‡ âπ —¡º— °√“ø¢Õßøíß°å™—π¥â«¬ Ÿµ√®“°∑ƒ…Æ’∫∑ 4.3 ‰¥â
‡√Á«¢÷Èπ ´÷Ëßπ‘ ‘µ√Ÿâ ÷°æ÷ßæÕ„®·≈– πÿ°°—∫°“√‡√’¬π√Ÿâ ·≈–¡’§«“¡ π„®Õ¬“°∑”·∫∫Ωñ°À—¥¡“°¢÷Èπ ‡ªìπµâπ
 Õ¥§≈âÕß°—∫§”°≈à“«„πß“π«‘®—¬¢Õß °¡≈ ‡Õ°‰∑¬‡®√‘≠ [6] ‡°’Ë¬«°—∫‡®µ§µ‘¢ÕßºŸâ‡√’¬π∑’Ë‡√’¬π¥â«¬‚ª√·°√¡
√–∫∫æ’™§≥‘µ §◊Õ ºŸâ‡√’¬π¡’§«“¡‡ÀÁπ«à“°“√π”‚ª√·°√¡√–∫∫æ’™§≥‘µ‡¢â“¡“„™â„π°“√‡√’¬π°“√ Õπ ™à«¬
ª√–À¬—¥‡«≈“„π°“√§”π«≥ ·≈–∑”„ÀâºŸâ‡√’¬π¡’§«“¡‡™◊ËÕ¡—Ëπ„π°“√·°âªí≠À“ ºŸâ‡√’¬π¡’§«“¡‡ÀÁπ«à“°“√‡√’¬π
¥â«¬«‘∏’π’È‡ªìπª√– ∫°“√≥å∑’Ë¥’ ”À√—∫ºŸâ‡√’¬π πÕ°®“°π’È°“√π”‚ª√·°√¡√–∫∫æ’™§≥‘µ‡¢â“¡“„™â„π°“√‡√’¬π
°“√ Õπ¬—ß¡’ à«π™à«¬„ÀâºŸâ‡√’¬π‰¥âΩñ°∑—°…–·≈–§«“¡™”π“≠æ◊Èπ∞“πµà“ßÊ ‡π◊ËÕß®“°§«“¡ “¡“√∂„π°“√
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§”π«≥¢Õß‚ª√·°√¡ Euler ¡’ à«π™à«¬„Àâª√–À¬—¥‡«≈“„π°√–∫«π°“√‡√’¬π√Ÿâ ºŸâ‡√’¬π®÷ß “¡“√∂Ωñ°∑”·∫∫
Ωñ°À—¥‰¥âÀ≈“¬¢âÕ  àßº≈„ÀâºŸâ‡√’¬π‰¥âæ—≤π“∑—°…–·≈–§«“¡™”π“≠À≈“¬Õ¬à“ß ‰¥â·°à ∑—°…–¥â“π§«“¡√Ÿâ
§«“¡®” ∑—°…–„π°“√Õà“π·≈–∑”§«“¡‡¢â“„®‚®∑¬å ∑—°…–°“√· ¥ß«‘∏’∑”Õ¬à“ß‡ªìπ¢—ÈπµÕπ ‡ªìπµâπ ‡¡◊ËÕ
ºŸâ‡√’¬π‰¥â‡ÀÁπ·≈–‰¥âΩñ°∑”·∫∫Ωñ°À—¥∫àÕ¬Ê ºŸâ‡√’¬π®– “¡“√∂®¥®”¢—ÈπµÕπ°“√∑”·∫∫Ωñ°À—¥‰¥â ‡°‘¥‡ªìπ
∑—°…–·≈–§«“¡™”π“≠æ◊Èπ∞“π‡æ◊ËÕ„™â„π°“√‡√’¬π√–¥—∫ ŸßµàÕ‰ª

º≈°“√»÷°…“§«“¡æ÷ßæÕ„®¢Õßπ‘ ‘µ°≈ÿà¡µ—«Õ¬à“ßµàÕ°‘®°√√¡°“√‡√’¬π°“√ Õπ‡√◊ËÕßÕπÿæ—π∏å
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