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 บทความนี้สืบเนื่องมาจากผูเขียนมีโอกาสเขารวม
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ขึ้นโดยศูนยวิจัยคณิตศาสตรศึกษา คณะศึกษาศาสตร มหา-
วิทยาลัยขอนแกน เดือนพฤศจิกายน 2548 ในหัวขอเรื่อง 

"Mathematical Communication" บรรยายโดย Dr. Hideyo 
Emori ซึ่งเปนผูเชี่ยวชาญทางดานการส่ือสารทางคณิตศาสตร
จาก Gunma University ประเทศญี่ปุน จากการเขาฟงการ
บรรยายในครั้งนั้น ผูเขียนเห็นวา มีหลายประเด็นท่ีคิดวาเปน
ขอมูลท่ีเปนประโยชนตอการจัดการเรียนการสอนวิชาคณิต-
ศาสตร ดังนั้นผูเขียนจึงขอหยิบยกบางประเด็นท่ีนาสนใจมา
เรียบเรียงนําเสนอในรูปของบทความเพ่ือเปนขอมูลแกครู 
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ผูสอนวิชาคณิตศาสตรหรือผูท่ีสนใจไดนําไปปรับใชในการ
จัดกิจกรรมการเรียนการสอนคณิตศาสตรตอไป 
 ในทศวรรษที่ 70 และ 80 มีการจัดกิจกรรมการเรียน
การสอนตามแนวคิดของกลุมการสรางความรูดวยตนเอง
โดยใชบริบทสังคม (social constructivism) กลาวคือ ในชั้น
เรียนใชการจัดกิจกรรมการเรียนการสอนแบบรวมมือและ
การเรียนแบบอภิปรายกลุม ซึ่งในชวงดังกลาว มีงานวิจัย
จํานวนมากท่ีศึกษาเกี่ยวกับวิธีการจัดการเรียนแบบกลุมวา
การจัดกลุมเรียนแบบใดที่เหมาะสมท่ีครูควรนํามาใชจัด
กิจกรรมการเรียนการสอนในชั้นเรียนเพื่อทําใหผลสัมฤทธ์ิ
ทางการเรียนของผูเรียนดีขึ้น การวิจัยในลักษณะดังกลาว
ถูกวิพากวิจารณวา เปนกลองดํา (black box) เนื่องจาก
ผูวิจัยสนใจเพียงแคตัวแปรตนท่ีใชกับกลุมทดลอง (ในท่ีนี้
คือ วิธีการเรียนแบบรวมมือและการเรียนแบบอภิปรายกลุม) 
และตัวแปรตาม (ในท่ีนี้คือคะแนนที่ไดจากกลุมทดลอง) 
โดยผูวิจัยไดละเลยการวิเคราะหกระบวนการส่ือสาร จึงทําให
ไมทราบขอเท็จจริงวา การส่ือสารชวยสงเสริมการแกปญหา
ของเด็กแตละคนไดอยางไร  ในปจจุบันนักวิจัยสวนใหญให
ความสนใจไปที่การวิเคราะหเกี่ยวกับปฏิสัมพันธทางสังคม
ของผูเรียนมากกวา โดยขาดการวิเคราะหท่ีแสดงใหเห็นวา
ผูเรียนมีการรับ – สง – ตีความหมายของขอความทาง
คณิตศาสตรนี้อยางไร 
 ในปจจุบันมีการตระหนักถึงการใชประโยชนของ
วิชาคณิตศาสตรในศาสตรแขนงอื่นๆ เพ่ิมมากขึ้น ทําใหการ
เปนผูท่ีมีทักษะและความสามารถในการนําเสนอ อธิบาย และ
ส่ือสารแนวความคิดทางคณิตศาสตรท่ีกระชับและถูกตองเปน
เรื่องท่ีสําคัญ ดังนั้นคณิตศาสตรจึงถูกมองเปนภาษาอยาง
หนึ่งในฐานะท่ีตองมีกิจกรรมเกี่ยวของกับฟง พูด อาน และ
เขียน ซึ่งทักษะเหลานี้เปนทักษะท่ีมีความสําคัญอยางมาก
ในการเรียนวิชาคณิตศาสตร (Pugalee, 2004) 
 สเคมป (Skemp, 1982) กลาววา การส่ือสารประกอบ-
ดวยการกระทํา 2 อยางคูกัน คือ การสงขอความ และการรับ
ขอความ ซึ่งขอความทางคณิตศาสตรนั้นตัวขอความเองไมได
ส่ือความหมายใดเลย แตการท่ีตัวบุคคลกําลังทําความเขาใจ
และตีความหมายของขอความน้ันจะทําใหส่ือถึงขอมูล
บางอยางท่ีเปนรูปธรรมมากขึ้น 
 สําหรับบทความนี้ผูเขียนขอนําเสนอตัวอยางการ
วิเคราะหขอความทางคณิตศาสตรอยางงายและการวิเคราะห
ขอความทางคณิตศาสตรท่ีซับซอน รวมท้ังการวิเคราะหขอ-

ความทางคณิตศาสตรในเชิงของบทสนทนา ดังรายละเอียด
ตอไปนี้ 
 
การวิเคราะหขอความทางคณิตศาสตรอยางงาย 
 ในท่ีนี้เปนการวิเคราะหขอความทางคณิตศาสตร
ซึ่งถูกตีความหมายออกมาในแงของโครงสรางเชิงลึกและ
โครงสรางอยางงาย เพ่ือใหเกิดความสะดวกในที่นี้ จึงกําหนดให
โครงสรางอยางงายแทนดวยตัวอักษร S สวนโครงสรางเชิง
ลึกแทนดวยตัวอักษร D ใหพิจารณาขอความทางคณิต-
ศาสตรตอไปนี้ คือ “572”   
 ท่ีระดับ S เปนการมอง “572” เปนเพียงแคตัวเลข 3 
ตัวท่ีเรียงกันอยางงาย  
 ท่ีระดับ D เปนการมองลึกกวาระดับ S กลาวคือ  
 (1) มีจํานวน 3 จํานวน คือ  5   7  2 
 (2)  สิบยกกําลังมี 3 จํานวน คือ 102  101  100 
 (3)  ดําเนินการดวยการคูณดวยตําแหนงของตัวเลข 
ท่ีคาประจําตําแหนงเดียวกัน โดยเรียงลําดับจากซายไปขวา
จะไดวา 5  102  7  101  2  100 
 (4)  นําจํานวนท้ังสามในขอ (3) มาบวกกันจะได  
(5  102) + (7  101) + (2  100) 
 ขางตนเปนตัวอยางการวิเคราะหขอความทางคณิต-
ศาสตรอยางงาย แตในกรณีท่ีขอความทางคณิตศาสตรมีความ
ซับซอนมากขึ้น แนวคิดในการวิเคราะหดังกลาวอาจไมเพียง-
พอในการทําความเขาใจขอความทางคณิตศาสตรท่ีใหมา 
เนื่องจากบางคร้ังมีการพบขอมูลท่ีเกี่ยวของกับขอความทาง
คณิตศาสตร แตไมสัมพันธกับรองรอยหรือความหมายเดิม
ของขอความทางคณิตศาสตร  
  
การวิเคราะหขอความทางคณิตศาสตรท่ีซับซอน 
 ตัวอยางการวิเคราะหขอความทางคณิตศาสตรท่ีมี
ความซับซอน เชน  

 “จงแกอสมการ loga(2x – 4)2 > 2loga(x + 1) โดย
ท่ี a > 0 และ a  1”                                 ………..(1) 

 ความเขาใจขอความทางคณิตศาสตรดังกลาว นอก-
จากจะตองรูความสัมพันธระหวางสัญลักษณแลว ตองเขาใจ
ความหมายของสัญลักษณดวย สําหรับการแกปญหานี้ตอง
แปลงนิพจนท่ีกําหนดมาใหโดยใชความรูเกี่ยวกับสมบัติของ
ลอการิทึมซึ่งทําใหไดนิพจนใหมดังนี้ loga(2x – 4)

2 > loga(x + 1)2 
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โดยที่ (2x – 4)2 > 0, (x + 1) > 0 ทําใหไดวา x  2  และ x > –1  
นอกจากนี้จะตองรูจักสมบัติของลอการิทึมท่ีวา  

          ถา a > 1 และ loga A > logaB แลว A > B  
          ถา a < 1 และ loga A > logaB แลว A < B  

 นอกจากนี้หลังจากการแปลงนิพจน 2loga (x+1) 
เปนนิพจน  loga (x+1)2 เมื่อพิจารณาอยางรอบคอบ จะพบวา 
นิพจน 2loga (x+1) ไมเทากับนิพจน loga (x+1)2 เนื่องจาก
นิพจน 2loga (x+1) มีเง่ือนสําคัญคือ x > –1 แตนิพจน loga 
(x+1)2 มีเง่ือนสําคัญคือ x  –1 
 จากที่กลาวมาขางตน สามารถเขียนขอความทาง
คณิตศาสตรในรูปของอสมการดังกลาวได 2 อสมการโดย
แบงเปน 2 กรณีดังนี้ 
      (2x–4)2 > (x+1)2    
กรณีท่ี a > 1 แลว     (2x–4)2 > 0   
      (x+1) > 0   
            (2x–4)2 > (x+1)2    
กรณีท่ี 0 < a < 1 แลว     (2x–4)2 < 0  
           (x+1) < 0 

และจากขอความ (2) สามารถเขียนขอความทางคณิตศาสตร
ในรูปของคําตอบไดเปน 

ถา a > 1 แลว  –1 < x < 1 และ x > 5 

ถา 0 < a < 1 แลว 1 < x < 2 และ 2 < x < 5 

 จากการเปรียบเทียบขอความทางคณิตศาสตรท้ัง
สามขอความขางตน ไดแก ขอความ (1), (2) และ (3) สรุปไดวา
ขอความ (1) สามารถตีความหมายออกมาเปนขอมูลทางคณิต-
ศาสตรมากกวาขอความ (2) และขอความ (3) และขอความ (1) 
เปนขอความทางคณิตศาสตรท่ีส้ันกวา (2) และขอความ (3) 
ขณะเดียวกันขอความ (1) ยังเปนการรวมขอมูลทางคณิตศาสตร
ของขอความ (2) และขอความ (3) ไวดวยกัน ในลักษณะน้ีกลาว
ไดวาขอความ (1) เปนขอความทางคณิตศาสตรท่ีมีความกระชับสูง  

                   
การวิเคราะหขอความทางคณิตศาสตรในเชิงของบท
สนทนา 
 หัวขอขางตนเปนการวิเคราะหขอความทางคณิต-
ศาสตรโดยอาศัยความรูเรื่องสมบัติบางประการทางคณิต-
ศาสตรและความเขาใจสัญลักษณทางคณิตศาสตร ตอไปนี้

เปนตัวอยางการวิเคราะหขอความทางคณิตศาสตรท่ีอยูในเชิง
ของบทสนทนา 
 พิจารณาสถานการณของการสนทนากันของครู 3 คน 
คือ ครู A ครู B และครู C ซึ่งสนทนากันเกี่ยวกับเรื่องการออก
ขอสอบดังนี้  
 A :  คุณคิดอยางไรกับโจทยปญหาขอตอไปนี้ท่ีจะ
นํามาใชเปนขอสอบ 
 “จงพิสูจนอสมการน้ี a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca  0”  
 B : ปญหาขอนี้เราเพียงแคพิสูจนโดยเขียนใหอยูใน
รูปผลรวมของกําลังสองสมบูรณใชหรือไม? มันงายเกินไป
มั้ง ฉันเสนอใหนักเรียนพิสูจนวาสมการ 3 สมการท่ีกําหนด 
ให คือ ax2 + 2bx + c = 0, bx2 + 2cx + a = 0 และ cx2 + 
2ax + b = 0 เมื่อ c,b,a เปนจํานวนจริง ตองมีอยางนอย 1 

สมการท่ีมีคําตอบเปนจํานวนจริง ซึ่งฉันคิดวานาจะดีกวา     
 C : ใชแคคุณหาตัวกําหนด (discriminants) ออกมา
แลวนําตัวกําหนดมาบวกกันใชหรือเปลา? 
 A :  ผลรวมของตัวกําหนด ????? 
 
การวิเคราะหบทสนทนา  
 เริ่มการวิเคราะหขอความ 
 ขอความ A1 :  คุณคิดอยางไรกับโจทยปญหาขอ
ตอไปนี้ท่ีจะนํามาใชเปนขอสอบ 
 “จงพิสูจนอสมการนี ้a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca  0”    
 จากขอความ A1 ครู A คาดหวังวา ครู B และครู 
C ยังคงจําเอกลักษณทางพีชคณิตท่ีวา นี้ 2[a2 + b2 + c2 – 
ab – bc – ca] = (a – b)2 + (b – c)2 + (c – a)2 ได และจาก
เอกลักษณนี้ครู A หวังวา จะทําใหครู B และครู C เขาใจ
โครงสรางของโจทยปญหาขอนี้ 
 ขอความ B1 : โจทยปญหาขอนี้เราเพียงแคพิสูจน
โดยเขียนใหอยูในรูปผลรวมของกําลังสองสมบูรณใชหรือไม? 
มันงายเกินไปมั้ง   
 จากขอความ B1 ครู B บอกวาโจทยปญหาท่ีครู A 
เสนอขึ้นมานั้นงาย  
 ขอความ B2 : ฉันเสนอวา ลองใหนักเรียนพิสูจน
วาสมการ 3 สมการท่ีกําหนดให คือ ax2 + 2bx + c = 0, 
bx2 + 2cx + a = 0 และ cx2 + 2ax + b = 0 เมื่อ a, b, c  
เปนจํานวนจริง ตองมีอยางนอย 1 สมการท่ีมีคําตอบเปนจํานวน
จริง ซึ่งฉันคิดวานาจะดีกวา 

………..(2) 

  ……..(3) 
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 จากขอความ B2 ตอนแรกทราบโดยงายวาครู B 
แนะนําโจทยปญหาใหม แตเปนการยากท่ีจะรูวาทําไมครู B 
แนะนําโจทยปญหานั้น และยังสงสัยอยูวาครู B คาดหวังอะไร
เปนพิเศษกับครู A และครู C 
 ขอความ C : ใชแคคุณหาตัวกําหนดออกมาแลวนาํ 
ตัวกําหนดมาบวกกันใชหรือเปลา? 
 จากบทสนทนาท่ีกลาวมาจะพบวาขอความท่ีครู B 
พูดเปนการใหขอมูลยอนกลับ (feedback) ไปท่ีครู A และขอ-
ความท่ีครู C พูดเปนการใหขอมูลยอนกลับไปท่ีครู B ขอความ
ท้ังหลายเหลานี้ไดถูกเชื่อมตอกันเปนลูกโซ (chains) เพราะ 
ฉะนั้นขอความท่ีครู C พูดจะมีผลตอครู A ซึ่งลักษณะดังกลาว
นี้แสดงใหเห็นถึงการเชื่อมตอกันเปนลูกโซของการใหขอมูล
ยอนกลับซึ่งเราเรียกวา “ขอมูลยอนกลับแบบลูกโซ (chain 
feedback)” ดังภาพที่ 1  

 
ภาพท่ี 1 ขอมูลยอนกลับแบบลูกโซ 
 
 ขอความ A2 : ผลรวมของตัวกําหนด ????? 
 จากขอความ A2 จากท่ีครู A ไดรับขอมูลจากท่ีครู 
C พูด ลักษณะดังกลาวนี้ถือวาเปนขอมูลยอนกลับแบบ
ลูกโซและครู A ไดนําคําพูดท่ีครู C ไดบอกเปนนัยมาใชแก
โจทยแก ปญหาซึ่งครู B ไดใหครู A แตครู A ไมสามารถหา
คําตอบไดอยางทันทีทันใด  

ในการสนทนาน้ันจะตองเขาใจเจตนาหรือความมุง-
หมายของผูพูดอยางรวดเร็ว ถามีใครคนใดคนหนึ่งลมเหลว
ในเรื่องระหวางการสนทนา ผลท่ีไดอาจทําใหเกิดการส่ือสาร
ท่ีผิดพลาดขึ้น 

ยอนกลับไปท่ีขอความท่ีครู C  พูดวา “ผลรวมของ
ตัวกําหนด ????? ” ก็เปนคําสําคัญคําหนึ่งท่ีจะใชเปนแนวทาง
ในการแกโจทยปญหา และในขณะเดียวกันคําสําคัญท่ีครู C 
พูดขึ้นเปนการใหขอมูลยอนกลับมาท่ีครู B ดวย และเมื่อครู 
B ไดรับขอมูลจากท่ีครู C พูดทําใหครู B ทราบทันทีวาครู C 

เขาใจเจตนาของครู B  โดยมุงไปท่ีคําสําคัญดังกลาว ในท่ีนี้จะ
คํานวณหาตัวกําหนดของสมการ 3 สมการ คือ ax2 + 2bx 
+ c = 0, bx2 + 2cx + a = 0 และ cx2 + 2ax + b = 0 และถา
รวมตัวกําหนดของแตละสมการ แลวหารดวย 4 จะได (b2 – ac) 
+ (c2 – ab) + (a2 – bc) ซึ่งเทากับนิพจนทางดานซายมือ
ของอสมการ a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca  0 จากเอกลักษณ
ทางพีชคณิตท่ีวา a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca = 2

1 [(a – b)2 
+ (b – c)2 + (c – a)2] และจากความรูท่ีวา ตัวกําหนดเปน
จํานวนลบไมไดทําใหไดวามีอยางนอย 1 สมการใน 3 สมการ
ดังกลาวจะตองมีคําตอบท่ีเปนจํานวนจริง 
 จากบทสนทนาขางตนครู B ยังขาดความชัดเจนใน
โจทยปญหาท่ีเขาไดเสนอ แตครู C เองเขาใจวาทําไมครู B ถึง
เสนอโจทยปญหานั้น และครู C ยังสามารถสรางความสัมพันธ
ทางคณิตศาสตรระหวางโจทยปญหาของครู A และโจทยปญหา
ของครู B ท่ีเสนอ และเมื่อครู B ไดยินขอเสนอของครู C ทําให
ครู B เขาใจทันที ซึ่งจริงๆ แลวครู C เขาใจวาครู B ตองการ
ส่ืออะไร กลาวอีกนัยหนึ่งก็คือวาครู A ไมเขาใจ ความต้ังใจ
หรือเจตนาของครู B  ครู A เขียนผลรวมของตัวกําหนดและ
ตอมาก็ไดพูดวาคําถามท้ังสองแสดงดวยอสมการเดียวกัน 
และครู A ก็เขาใจการพิสูจนอสมการ a2 + b2 + c2 – ab – 
bc – ca  0  
 บทสนทนาขางตนอาจจะเขาใจยาก ถาจะใหงายขึ้น
อาจมีการแสดงการพิสูจนโจทยปญหาท่ีครู B เสนอ และการ
พิสูจนนั้นตองเขียนใหถูกตองตามหลักคณิตศาสตร และแตละ 
ขอความท่ีแปลงเปนนิพจนใหมจะตองบอกไดวามาไดอยางไร 
นี้แหละคือการส่ือสารทางคณิตศาสตรท่ีแทจริง 
 
บทสรุป  
 ถาเปรียบขอความทางคณิตศาสตรเหมือนกับลูก
ฟุตบอล การส่ือสารทางคณิตศาสตรก็เหมือนกับการรับสง
ลูกบอลกลับไปกลับมาระหวางผูสงและผูรับ ซึ่งขอความทาง
คณิตศาสตรมีความหมายในตัวของมันเองอยูแลว แตถาพิจารณา 
แตละขอความทางคณิตศาสตรในฐานะที่เปนขอความท่ีมีความ
กระชับสูง การรับขอความทางคณิตศาสตรนั้นไมไดหมาย-
ความวา ผูรับจะไดรับขอมูลตามเจตนาของผูสงดวย (NCTM, 
2000) ดังนั้นประสบการณของผูรับขอความทางคณิตศาสตร
เปนส่ิงท่ีสําคัญท่ีจะชวยใหสามารถตีความหมายของขอความ
ทางคณิตศาสตรไดตรงกับเจตนาของผูสง เพราะฉะนั้นครูตอง
สนับสนุนใหผูเรียนพยายามฝกตีความหมายของขอความทาง
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คณิตศาสตรท่ีมีความกระชับสูงในชั้นเรียน ซึ่งส่ิงเหลานี้ครู
สามารถสรางใหเกิดขึ้นไดจากการเราดวยส่ิงแวดลอมท่ีอยู
รอบตัวของผูเรียน (Brahier, 2000) ยูซิสคิน (Usiskin, 1996) 
กลาววา การส่ือสารเปนส่ิงจําเปนท่ีจะทําใหเกิดความเขาใจ
ในวิชาคณิตศาสตร ดังนั้นความสามารถในการตีความหมาย
ของขอความทางคณิตศาสตรเปนคุณสมบัติท่ีจําเปนอยาง
หนึ่งสําหรับผูท่ีเรียนวิชาคณิตศาสตรไดดี  
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